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'.Capitulo 10.*

FACTORES Y EXPO'NENTES
.

Factores I divisibilidad
Habia.una vez un aericultor que por toda riqulza posoala 11-

- 1

vadas. Este agricuytor tenia '3 'hip y al Morix dej6 un teOta-

mento`estipulando que i!a. mit-ad de sus cas,deberfa ser para Ca4os,
. , . ..

.una
dUarta parte para Ricardo y una s'efcta. parte para Oscar. Esto,

inquiet6 mucho a los ,hijos, pues ningu o quaila ioeptar,pedazos de

una vacao COMO al parecer estippba efi .testaxnento'. 'Mantras dist.

'cutian, pas6 por el camino un extratio Ue'llevaba una viott a.1:mer'-'... .

t .

cado. Los tres muchaohos le confiaron el problema y pl extratio;es

dijot "Eso es sencillo. Les prestard yaca y traten entonCes del:
,

hacer la repartici6n". Los muchachos esta muy contentos porqup

ahora tenian .12 'vacas en vez de, 11. Carlos tom6 la mitad de

alias, 6.; Rigardo su 9tiarta parte, '6 sea, 3; y Oscar susektak,parte,_
.,

a- saber, 2 vacas. Las 11 vacas ,que eI padre, habiN4 dejado estabo4. .,

ore., bien repartidas yP extraZo ;cdgicY Su .vaca_y..sigui6 su'. canine).

A fin dg que no. pon s la objeci6n de que 4os muchachos no re- -
,

.

oibleron exaotamente lo estipulado en el testame to', -observa c...ie de
. .

.
1

heoho cada Nino recibi6 dem
1

is, porque 6 > ,.-2- > -4--, 7 2 > --6-,

(idaodrias demostrar esias,desigualdahe?)-. S embargo, hay ablgo 1

. . .

00Elpechoso acerca del problema f tiene qtje y rs. 'con lo estipulado en

el tesiam4nto. 1,Qu6 .es lo que hace posible una solucitin tan podo
. .

usual? ..

.

Esta angcdota tiene una con'clusidn' mittematica que deseamos con-

sioderar ah6ra. Por alguna raz6n, era nthpho ITS fácil resolver- el.

problem a base de 12 vacasiique a Ipaz e 1, Y,cuü era esta.

raz6n? Pues qua 6, 4 y 2 to dos div 'exactamente a. 12,

mientras que nirigu'no iare.ce dividtr exactajnente *a. 11. .Y 6sta:es

Una: diferencia notable 'entre 12 y (1,1**1. hay muchos inirnr.;tis qua*. .%

4 0.

dividen exactamenter a .121 pero muy pocos qua dividen a, 11:-.

11
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un poco molesto eScribir,siempre"divide exactamente a"
.

1-

y por eso utilizaremos un termino matemático mis portg en vez
.

.,

de esa frase, :Direalos qtke 6 let un "factor" de 12 porqble

6 x 2 .....12; and1oiamente,:\11. es 'Un factor de 12 (porque .

4 x'3 = 12), y asi sucesivamente. i,,Es tambien 3 /un facbor de
t

g?. ntimero 5,, zin emb'ax*, no es un factorde 1.,0 porque no I
12? i,Es 2 un tactor de 12?

. ,

. .... .

.

'bodeMoshallar ottb entero tal que multiplicado por 5 de 412.

luegb, 1 y 12 sTn tatbiénf6ctore8 de, 12. .Dado cual-
quier entero positivo, ebte tendri como factores a si mismo ,y a

debido a'que talerfaCtoresapareceA44empre, no tiewn gran
*interds.- modo 'clue IlamareMos,,a, 21 3-, 4 y -6,-factoes
*propios de .12; 4.stos JunV con 1- y 12 s(::c todosfactores.

S42n embargo; el ntimero 11 no ttene factores propios porque.,no
h-dy ningun ndmero.ppsitivio, excluyendo a 1 y a *11, que sea un
factor'de 11. Estamos ahora liztos para der una defiqpi6h mds

,

precisa de factor teniendo en clienta que.pn factor de n es uno
'de.dos enteros.Cuyo.pro'ducto es n.

El entero m es un factor der entero n si inq nj(dondel
q es -un entero.- Si el entero q, no es *I 6 nj decimos
que m eg un fdbtor propio de n.

desprenUe de este., definiiciOn que.si m es :Lin factor

propio de 11, entonces m.no podr4.4er tambien 1 6 n?
18Toda vez que'.3 *es un factor de 181 -Les entonces un
3factor de 18? Oerd cierto quie si, m. es un factor de n,

entontes - es un factor de n? Oerá esto.'tambien ciertip para
factores propios? 4C6mo puedes aecidirlo?

Como 5- es ,un factor at 151 decimos que 5 divide a 15.
I

En general, si m y ,n son enteros positivos y 1. m es un
factor de n, decimtls que m divide a n, o que n es) divisible
4Por m.' Diremos que 0 es.divisible por cualquier *elitere

tinto de'cero; 0 no dividv* a ing5n ntimero.

aa
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Conjunto de prob1emia410-1a

Eh cada una de las siguienteS preguntas, s la cbntestabián es

escribe el ntimero en forma factorial como en la definiciOn. Si la

contestacian es "Non; justificala de manera aneloga.'.

Ejemplo. zEe 5 un factor de .45? 'Si; porque, .5 x 9 = 45.

&Es 5. un factor de 46? No, porque no hay ninglin

entero q tal qae 5g :=

1. &Es. 2 un factor de 24?

2. %as 3 un factor de 24?

3. &Es 5 un factor de 24?

4.' &Es 6 un fact'Ote 24?

: 5. iEs 9 un fator de 24?

&Es 13 un factor de 24?

7. &Es 12 un factor de 24?

.8. as 24 un factOr de 24?'

13 un facatdr de 91?

10: &Es 30 un factor de .510?

,11. &Es 12 uh factor de 204?

12. as 10' un factor de 7100,000?

13. &Es 3 un factor:.de 10,101?

14.. &Es 6 un factor'de 20,202?

15. &Es. 12 unfactor de '40,404?

04"

a

.

Si alguno de los siglAentes.ntimetos se puede déscomponer.en

factores (ea decir si tiene facores' propios), halla uno de

estos factores y luego espribe el ntimero como producto de ese

y otro fact6r.

Ejembla. 69 = 3 x 23

67. no puede descompone.rse en factóres.

ill

*.
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16. e6 '

' 17! 51
18. 52

,19. . 29

20, 93.
*

- 48- a

21. 92
. P

26.
P

'23
'

31. 68 .

22. 37 . 27. 123 '32. .95
23.' 94 2 8. 57 33. 129

55 29. 65 3k,. 143.

- 25. 461 *-30. .122 35k. 101
-

gonsiderepos ahora 1alcuesti6n de o6mo sa4r si 2 es factoi.'

de lin nIlmerodado. .1,Cuaies de los.olmeroslen.los ejercidios

anteriores tenian'a 2 'damo!factor? Olay alguna manerasencilla
0

I 2

-de.saber si 12.: es factor de, un nximero?

.1./eamos ahora los ntimeras -5 .y 10, LCuando es 5 gactor de

un'entero?-:Pobablemente desde hace a1g5ri tiempo, sa4as qe la
,representaci6n decimal para todo miiltiplo de 45 ,teMina o bien

en 5. 6 en 0, y que todo entero cuya representaci6n decimal

termine en 5 6 en 0 'es un'matiplo de 5. Tambidn, la re-,

preientaci6n decimal de todo mAltiplo de 710 terMina en 0, y

tqdo numeral deciMal que terMina en 0 es un multiplo de 10,

Esto lo.podemos oonsiderar ahora de una mapera'un poco diferente:

tiene a .10 comq factor si y soldmente si ti;ne a

sambas, 2 y' 5 -como'factords% Las represeritaciones decimales

de los niimeros qe tienen-a 5 coma factor deberin terminar en

-5 6 en 0, y los nximeros que tienen a 2' como factat.tienen

que ser pares; por tant, para que.tin plimero tenga Oambas 2'

y-5 comp fadtores eu representaci621 decimal deberi terminar en'

formular Io que acabamos ,de decir en terminos de dos

oonjuntos y de los miembras pomunes a ambos?

Conjunto de problemas 10-lb ,Iy"

Piensa en una regla pariaicomprobar si un4nlimero es divisible por

lir
4, tambiin en otra lar.Aiviol.bilidad por 3. Los siguientes

.ejemplos deberi.an. e alkiunas.sugerencSas.referentes'a es.tas
it

reglas; pero no te deianimes si no encuentras de momento uria

1 regla kencilla para,la-divisibilidad por 3, pues no,es muY radii
. .

descubrirls.:*

a.

11.
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.10-1 e. *

1. Divisibilidad por 4 1:Cuilles cle.lot 'eiguientes ntimeros tienen
a. 4 cenno 'factor? 2814.1281 228; 528, 3028; 6 1.06, 306,100
2006; 18, li8 5618; 72, 572. 6Te d433uenta deila rpgle
LCuantosI- dUitos del ntimero.tisenea'Aue considerar?.0

aDivisibilidgd por 3: -40.64.14,p de izop siguientes ntimdt66 t.ierxen
. ..

, a 3 como factor? 27; .207, ao97; ''7', ss702x. '270;P; 16,1106, .6b1,

6.1, .33)06. &Ciud ,puedes decir aCePCa de . .36 ,(obse,rvs. 90Q
,3 1"+----4-47 9), de 306, 351; 315, 51%, 5129 (oliserva:nue
5 + 1 + 2 + '9 :..-. 17)4 7 de .30.22i :tscribimps. .

..0

2358 2(400) "I" 30.00) + 5(10) + 24(1)
u.= 2(999 + 1) +;3(99 4. 1) t.56 + 1:)*+8(1)

2(99.91? + 309) + 5(9) + 20,-)'+ 3..,(1) + 5k)
(2(4.11) +3(11) 1-,5(3) 9 + (e+ 3.+.5 + 8).

.

,

(222 + 33 + 5)9 + (2-+ 3 +
La expresidn ° (222 + 33 + 5 s £uivist1e. r614 3. 1

a

3P 2 + 5 + 8 d&visi:131,e, '.P.or 3? 5.-04sprya

los digitos es -lialt.Cla:ve papa 1a dlgisibflidad ior, 3.
foimular iesto como vna regla. . ..

.' .S.I..un ntimero es Aivittble por.;.9,.--6,s era
tedurbU4 n dvisib14-por . .

. ..,4 e 4 .. .

3? Si un ntimero eS divisible por 3,1 4erki también divisitae... . 1
. -,

ITek qué?)
stima

VrIte. de
10.. .

pox 9?..
4. 01141 deria. una. regia para.la divisibilidad por 6, si cono ès-t

pira la divisibilidp.d.pr 2 y 'por

5; En eada uno'-de los siguientes.ejerdicias, contelAa Ia pregunta
e indica qué reglas ft;:cilitetrlon'tu. trabajo:..
(a) &Du:. iactoP %.de le1,0ti?

.-(b) i,Es 3 \an factor ,de'. 37;199? .

(c) &Es 6 2 un factor de %151;821?

(d) &E's 15 ,un factor de 91,215?
) 4E2 12 um factor de 187; 32-6, 648?,

\
a.

.45

r)
444 440

S.
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10-2. Rimelkobs primos

-250-

-1Iemos estade 'ha:bland° acerce'de factorea de enteroa positivoa

sobre los enteros positivos, en el sentido de sque =and° es.pri%.

. .blmos

mg . n .
,

. ..
. sálo acbmitiMos ent,oros,Ros$tivos como valores de m n 'y q.

It

,A4re luegol:podriampsadmitir'.enterosnegatos, pumeros raCio-*

nales cualesquieral-o 44 ntimeiros reales-cualesqpie'ra cam 0

fadtores. Pero, si por'un momenta aolanidera*s es.Oas.posibili-:'

.,:diskes, ve&a: que nada -adaden a nuegtroOPdonnimientos. Si, 'ktor%. 2
A

A aa "
ejemp16,.admitieras dilteros pegativas'coma fbotoresi pncon-tra-

.,

'rlas en)efecto algo nuevo? Por ej.emplol. -2221 ...34- 3 soli facT

tores de i,Quci re bi6n hay.entre los factores qu.e compren!.

-den enteros negativos los .que comprenden ao,lamente 'enteros

pqsitivos? 1

.

.La situaciem es:muy diferente si admite's Z'omo-pOsibaes face
.. :

.
.

tore,s.de enteros positivos todos los'.nlimeros racionales. En

este sentido amplio ;el mimero racional- - por.ejemplo srlal.
. un.facto,rde 13, ) ..13. Efectiyamente, oodrias-Patq4 :2)(921

o ae cero que no fuera,pensar en alen nlimero racional distint

en este sentido un factor de. .13?

*-'bomo (Ly)( ) 15,1 encontramo
,

factor raolonak d

.mites la4descompas factores sobre los,nlimpros reales?

Vei-as,;que ai tra as de-descoMponer en faditores.loa entei,os

positivoafaobre'los.ntiMerop racionalep o sobre- ros nlimeros

reaIes', entonces cata'ntimero distinto de- cero reaultd ser un'

q factor-de todo mimerO. Poi lo tanto, este tipo de descomposi-
.

ción'en factores nada aftadiria alluest'rb eriltendimiento de la

e,6erla di

Trat,e. con
17ue, -Ty es también un

rente la situaclOn si

;;; ejemplo.

estructura del siptemade-,n4meros reales, y por ello no la con-
. 1

sideraremosAnis. Generalmentel-la desdomposiclOn en Pactores
. _

sobre los enterop positivos h6s da los resultados mds intere-.....
.

la , 4 ,.

santes, y-por consiguiente cuando nablamos de la "-descomposici6n
,

.

en factores° de uh.entero pasitivo, siempre entenderemos que es'

,SObre los enteros:pasitiiros.
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Conjunto de.problemas 10-2a 0

1. A tontinuacieln-aparece un conjunto dle los ,enteros positivos

menores'que o iguaies a 100. Tadha 16s nlimeros gue tengan'a

2 como rattor propio y estribe un 2 abajo y a la derethade

:.cada ufictde estos nlimeros. -(Por'ejemplo,
k

. I 2 3 4 5 .6 7

11. 12 : . 13/ 14 15 16- 17

21 22*- 23 24 25 . 26 27

31 32 *33 *4 .35 _3b .37

41 4 4:a 44 45 46 4.7.

). 51, .2 5453. 5 56 57

ma ft 62 63 .64 65 66 67.

. 71 72 3 74 75 76 77

81 .
82 3 84 85. 86 87

91... 92 3 94 95 96 97-,

484, ,81 ,? 9', 2,

8 9 io.

ip 19 .20

28 29 80

, 38 39 , AA..
46 49 5(143

*58
.

60

68 .69 70

78 79 80

. 88 89 .90

98 99 loo

Lcual es el primer ntimero después del 2 que no,ha sido tachado?

Tienè que ser el 3. "raca ahora todoselos ntimei,os que tengan a

3 cbmo'factor propio y eicribe un 3 abajo y a la derecha de cada
, ,.

.Ano de elios. Si a1guno de'estos ntimeros ya habla sido tachado por'

tener .2 como factor, no vuelvas a tachaDlo y sigue adelante.
*Pie

LCuel.1 es ahora el primer ntimero cleg es 'del 3 que no ha sido

achado? 4.Tiene que ser'el 5. Tacha 1os nlimeros que tienen ii.
,

. . .

como fa4ctor propio. Continlia el procedimiento. D4,spu6s de' la

.",qUinta etaIia..tu trabajo debe apareter 6.SI:
.

. .

1', .2., 3 Y2 5 S2 :7 0'2 # 2$3

la .02 13
/42* 153 )0e2 17. 1:62 19

23
. 02 .05 ?g2 ?"r3 a82

29

31 X2 03, #1(2 355 'f32
37 4K2. .39a

liec 43
442 4,5'3 462

.4r n 4A:7
X3 5g2 53

54.2 555 5g 51'3 -4`)2
59 .

61 cg2 A §.412 955 67
C'82 §43

.

71 02 73 P;42 03 a Xr 7'82 79

Pd3 54 .8 3 V2 055 e'62 013 "2
.. 89

9.6'5 962 97 982 03

5

;42-s
a62.
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, 0.!

Oubo algdn cambio de la cuarta a .1a quinta etapa? ,4Por,qu6 al

o pbr qé no?Si ecuentvas dlguna difiCultadA esta pregwIta

.tal vez te arldarla considerar al primer-ndmeroLtachado en cadik

etapa. 4Hast'a glad ndmero deberla_extenderse 1alita para

el resultado despuéd-de la quinta'etapa fuera distinto al rip;

-,A.sultado después,de la ouartal
/

En p)...00njunto de' lps'prlmeros 100 enteros ppsitivos has

taohado, todos los Ildmoros que tienen factores prOplod. Ie manera

que los.ntimros restantes no*iienen faotores vropios: ,Cadi uno

de estos ndmeros, excep*t6 al 1, sellama ukrydierbprimb..'

Un.ndmero primo,es un entero positivo mayor

que 1 que no tiene factores' propios'.

Oerit posible hallar todobs los ndmeros primos en 0. conjunto

de los enteros positiv4s mediante el métqlo que acabamos de em-

plear (llamado la Criba de Erit6st4les)9 4er poslble hallar,

usando-este método, todos los ndmeros ifrimbd menores que un entero

positivo,dado? 01-161' es pl,prc5Xlmo ndmera'-pr.tmo despia4s de .97?

Oonjunto de problemas

1. 4CiaEil es:el mayorr de los ridmerbs primos mffl-lores que: 1009 1

4menores que 200?, Lmenores que 300?-

2. 4Cuil es,ei mayor de los factores propios.p4mos de ndmeros

menores que 100? rnenores que 200?' 4ienores que 300?
).

0bs1477.1e.en la Criba de Brat4tenes no h'ubo necesidad de

un ridmero priMo mayor que2,7 para taohar.los nd-

meros *no primos m'enores qu'e 100. 1,Cuil.serd el.ndmero

primq mayor necesario para-tachar todos lop ndmeros no pri-

mos menores què 200?, &menores que 300?

11.

4
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10-3, Des?cimpdsiqicin en factores priMo6
*

. 10-3

. . , .

Volvamos Shora a'la; Cribs de Erat6stenes y veamos gud mds pode-.

mos iprendftr "de ella, Poi, ,ejeiplO, considers el snlimero 63 esti

tadhado y por lo tanto no es priiiio. TiCudndo tadhamos el 63?
. .

el diagramilveMos ip se tachó el 63- '..c.dando trabaj4bairlds co414
t

3. Est6 Otgnifica71141 te .detaenes. a' pensar en ello, 'clue .3 :61,e' el;
... . . . -,,.., .

menor de los ,f'act8res prii-aS de 63. .(En efeCto4 deAo a e-ladabal-'
. , . * . ... ,

mos de 4-doir Se desprende gut 3. es el menor, dq:los factcfrrs prq-'-'s

-.,

pios' de '63, inclUyendo los factores apropios Tirimos ys1osnQ pNpicts;
.

- .

.4'Ves pop\u4?) . jr -,.

que 3 es ei, menor de -los factorei aarimosde-1-',4k aliyidamos

Por dl. 'El resultado' es 2, y una' vez mds "pOdamps eX.a41,3f.nar nuestra

lista' de mimeros parar avdriguar si, 21 es: gue

no lo eq y gue ,en efecto -3 es un factor cle 1101ividS: 21 por

3 y ob:tienes 7; 'si buscas el 7 . en la lis4S:7'ei)do:ntrails'gme no

esti tadhado, ,por'lo tanto,* 7 es primo y no adMie'itrs-- deioomposi,

.cicSn'pn factores. LQud hemos aprendido de todo esto? Hemos expre-

s sado 63 domo el produc to 3 por 3 por ' 7; y2,1a *significacidn'

de esto es gue estos Aptores de 63 son,io4s primo. 4)4tin 'otras

palabras, lograd9s :'egoribir 63 como 'un product6 de .faatores pri-

mos 63 . 3 x 3 x 7. -

.

Ap;iguemos el mismo procedimiento ,a1 6o. 0,1,14Yrtimer6 primo

considerabas- cuando tachaate el 60? Alud reSu1ts06 obtienes al ,

\dividir 60 . k',P6T este ,n4h-lpro? ,Continda- el pr8cediiiiiento.4u4

representacián qbtieneS db. 60 comó prod6cto 'de ntimeros primos?

Conjunto de problemas 10- a

1. Utilizando lá Cribs de, Erat6stenes, escribe' cadb.,-uno de los

siguientes niimeros como un producto de factoVes primosl

84, 0, 37, 48, 50, 18, 96, 99, 78,

2. En qada'uno de If'm siguientes ejerckcios, halls el' entero4

positivo -gue tenga la descomposición en factores primos dada:

(a). 2 x 2 x 7 (b) 7 x n. (e) 7 x 7

(t) 2 x 3 x 5 (a) 2 x 3 3 x 3 (f) 2 x x 3

I.
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.

Como podria ver, un entero positivo pliede considerarse como
. . .*

"compliesto" de un cierto ndmero de factores'primos. Asl, 63'4

esticorvx1A,1.6to'de dos .3 un 7; ,60 esti compuesto.de dos %2,.
* . ..gor .

.un 3. y'lin 5: Tendremos muchas ocasiones Oe utilizar est4 clase

de descomposiciön en faatores de un enyero pcisitivo, erike'llamare,
,

.

mos "descompo4ción en factoret primos . Pero ahora surge.= pro-

.bIema: Laimo hai.lamoi esto mi'smo 30 un ndmero que .nb aparezca '

en nuestraal'hpa anterior? Si te dpiden la descompositi6n 11 Lac-
..

.<- . .

. tores-primos de 144; tal yez ;eVte ocurra extender la lista desde
/ .

100 hasta. 144: *Pero., LST.p plimero'en cuesti6n fuera 1764?-

Tal vet puOas_ idear üflt hatera de hacer lo mismq sin-la ayuda
. de ldrbriba. Despuds de/bolt°, iqud .fue le eve tuvigte en cuenta .

i ..
al conitruirlg? 'Primero,marcaste con un k.2!' todOs'ios.ndmeros

.

.

que eran mdltipl.os propicts de 2; sel primer ndmero no'marcadotera

el 3,-y procediste.i marcar todos lo& ndmeros que eran md
t

ltiplos
. ,

-.propios del' 3, gy tal sucesiyamqnte. Luego consideraste el 5 y
/ .

;uego el 7. '6Q1# clase.de ndmeros eran dstos: 2, 3, 5,.7, etc.1.,..
1

Eran sencillameqe los ndmeros primos. Asf, si 2 era10,f&ctor
... propio de 'un nthero dado, se tachaba el ndmero cuando:esiibamos

t6bajando copilos mdltiplos de 2plisi 2 no era un factor propio
pero of lo era 3,'entonces.se.taOhaba el ndmero'cuendo estibamos

. . \, A ,

trabajando 9*0n los. mdltiplos 'de 3, y asl sucesivamentet Si eli
. ndmero:rio tqenla-fa9tores propios; es decir'-si era primo 'no s'e

*
facha41 /

5&*,/ 61mos'ahor4 do obteneK, sin la ayuda de la criba, /a des- ./
/

compos;pion en factores primos de, digamos 1764. Primero ensa-/ /

yamos on 2. (Conviene empezar con el factor pr±mo más pequefto.)

.un factor de 1764? .Por las reglas que aprendimos sabe-,/,
jrn913,pe la contqptaci6n es"S/n; 1764'. 2 x 882. Trabajemos

p_con 382; copo. si estyieramos utilizando la criba.. LEs

.n factor de' '882? Sf,,lo es;..y 882 2-x 441. Trabajeml
1/IA0ra con 441. &Eo 2 un factor de 4419 No, no lo es; de

modo que si nuestra criba hubiera ihcluido el 441, no lo habrfamos
4

tachado al considerar los mdltiplos de 2. El prdximo ndmero
primo.despud del 2' es' 3,Y, por lo tanto, tenemos,qUe



10-

.

comprobar 4hora. ii 441 -4..sa o no u tiltipIo de 3. Si ap4cas la

de divisibikidad por #. 3 a4L4),4, enc8124aris Oe _3! Alvide
,

a- (4 +11,,,,-.1b 1), y, ixio lo tanto, IF es un frto.p.de 441, de nodo

qiie ld hu1441amos tachado-' en la criba al crinsideraf los miltip1os

de- 3. Expresamos ahoral 1 como : 3. ,x,0-7. No tfenessentido-
/. .

.

41vestigar s,i 2 ,. es un faatory de s -147, pilesto que- pi 10 fuera0. lo
-

'serf& tambi6n. de 441 (wor que?),, '10§io 3 diyide a 147, :7-2bb-

tenemds, 147 = 3, x 491 El, nxiniero 49, a su vet, es '.' 71x1.7; , y 71%

4 .

. . es un nilmero.primO;' 4 rpiOdo que herflos terminado. Resumiendol

Hemos encontrado qUe:, ,.1.2x2x3x3x7x 7,; y'4st.d.
deSconiposicidn' en fa res,primos,que buscibaMos .

Esun tantd hiente 'escribir:todo 16. anterior; -una M4Derck

m4s concise.' de ealar, irlo es la siguiente:

1764

-882

44f

147

49

7

1'
f

Aquf el fact ,prImo rrás pequefto en cualquier etapa, está a la dere-

thh
7-

de la 9ya, y elAoclente del divid4ndo por el factor primo misf.

peqUefto est debajo del dividendo.' Ta 'd.es.ao1riipOsioi6n en- factores

primos .pue e 'obtenerse leyendo Xos ractores a' la ,derecha 'de la raya.

41.

ConjwIto de probl emas- 10 -3b

1. LCu es el menor de 'los tactores prOrlos de

2 de 484, de 539, 0 143?
H la la descomposiCilon en factdres iprimos de ;ios

merds: 98, 432, 258, 621. 1e01024, .78, 729,

098, 486,'375, 3740, 1311,:5922, 10081 5005, 444, 5159,

145, 2324.

de 139, de

siguAentes

825,',576,

t
a a

Quizis hayas obervado que hemos estado hablandg de "la"
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descomp2 cion.qe factores primos de un entero p8s1tivo, Como si

estuviéramos seglAros de que sálo hay unatal-descomposicicin en
. A

factores: ,Orees que ea-to es realmente cierto? aodrias dar

una raz6n convitacente para elib? La-afitmaciOn de-que todo

entero positivo tiene .exactamente una descomposioilleen fictores

primps pe llama trecuentemente el Ioremp. FUndamental deIa
4,*

Arktmétioa.

\-
104. &ma z. restA defracciones

b
ft

1

. 0 \. 0

"Ilue,'±de las muchas apli9aciones de.la'descomposición en .faci.

tores prhios de'los enteross en la sum,a y la reata de, fracciones.
, .

Es fAcil sumar -6 restar dos fracciones si sus dendminadores sov

iguales. Anteriormente encontramos que es posible enpfear la

propiedad.def. 1--'para cambiar una fraccidn a oira igual, pero,
A

ebn denominadOr diferente. De este modopansformamos fraccionei

que se hart de sumar o restar, en'fracciones-con e1*miamo denomi-,

nador.
,

-Para facilifar la suma de fracciones,todo lo_posible, es de
. ,

seable que eate denominador.com& sea'el minimo oomliii matiplo

de loa denc1ninador4s. Definimos el minimo_comiln mailtlplo de dos

o mAs enterps dados como el enter° menor que es divisible'por

42._rip,,dos los,enterosliaios. .

ConSidera el problema de simp-Oficar esta expresián:
_.

1 .3 - 4 3:

)

.

Podemma reconocer inmedia-4amente clue un miltiplo coMlin de los

denominadoreq,es su producto: 4 x 10 X 5 x 6, o sea, 10,800..

, Es:6e nlimero'pareoe:mUy grande. Tal Vez 1 que hemos aprendido.
a A

acerca de la descomposici6n en factores p"rimos nps ayude a en-

contrar el entero mets ptuga que tenga a 4, a 12, B.!45 y .

a 6 como factores.

Considera loa factores primos de cada denominador:

.411
10.

,



10 . 2 )4:. 5, . '

. , ,

4k
45 . 3 x 3 x 5, -, .-

. .

. . t

,6. 2 'X'3. *

Como 4 tiene que ser uri -factor d-91- denominador comtin, la descbm7
,

A , '

paslcián en factores primos' 9e est& deno adon debe con'tener al
.

menos dob .*i. Tara qUe 10 sea un- fp.ctOr 'del .denaliinador- esa- ,

OeficomposicI6n debe cohiener-un 2: y un 5; , ya '6nemos tin \ 2, por,

a' requisitd .anterior, de'' gue 4 sea' 'tin, factor, ptrp debemos ar.).0/"4
,

,

.
incluiiv,tambien un 54 Resiimiend& lo :que tenemos hasta ahora: 'a.' -

,

sin de que 4. y 10 sean Ambos 4ctores del denom1i.91d6 comln. ,

la, despompaSici6n en fa0or4s. primos 4e éste debe 'doc:iitener al ,menoq
.

10-1r**

i

dos' .2 7 VII 5.

Ademets, debemos tener a 45 comp' fa,tor. Esto isignifica que

hay ,qUe incluir dos *3 ademo.s de .los dos 2 y*el 5 que ya tene-

. mos; .no hay necesidad.de inguir otro 5 porque 'ya. hay uno. Final-

t.
,

mente, como 6 debe ser un factor del. denominador, necesitarfamos

un 2. y un 25' en' la debcomposibi6n en factores,' pe4lo ya tenemos

cams' dos ndmeros:
.

Conausi6n: La descompos4.cián en factores primos del minima

comdn denominador..seri. 2 x 2 x 3 .x 3 x 5. Necesitamos cada uno

'de estos f's.ctores y estarfa dernás afladir otras.LQué.factoreS

innecesarios contenia el denominador 10,800?

Ahora que. hemos enzorArada comtin denominador, po4-

vos cambiar cada una de las fracciones de nuestro prablemayde modo '

que :tenga este denaminador;: '06mo_escribirfamos 47? Una manera

sencilla de hacerIo es utilizando 1a4descdmposici6ir.en factores, del'

mJ.nimoFormin denominadpr y la ,del' 4. El 4 contiene dos 2 Y

riada mu, mientras que el denominador"comtin contiene dos 2, dos

: 3 y un. 5. Asl, callibiar 4 'en el denominador deseado 'terie-

,

mos clue mUltiplicar por dos -3, y por un 5 ''para afiadir, fb8 fac-

topes 'clue faltan.

1 1 1 4

- x 2 = 2 x 2 5 x2X X3x 5'

a.

a.

9
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Andlogamente,

41.

2x5( r7<-5-ax3x3 2 x5131X3x 5*
3 / 3 2 x 3

juedes ahora hacer lo MiSMO con y eon e Si has hectic)

16s.841culos aritm pdpic9srreCtamentel obtendrds lo siguiente:
,

1 3 4
-.13,, 5. x

-:16

-. 5,' x 2 x-3.x

\.

1 1
-5 2 x 2. x 3 x 3

m

ettild /entajaa tiene esta manera ae haqer el problema? Urla.esque

se editan ndmeros grandes; el'denominador.puede dejaAe exprsesado
%

en términos de Sus facteres hasta casi terminado:el problema

.obserVa de_paSo que nunca tuvimos que trabajar con ndmeroS mayores

que 54. Otra:velptaja de tener el denominador expresado efi tér-

mines de sus factores es que Para'reduicir el resultadO a su

"minima 'expreside: scilo tensmos que invdstigar el niamerador re-

sultante con respecto'a 4ivisibilidad por los factores del deno-
,* k'minador. 11

Cionjunto de problemas 10-4

Enettia las siguien.4s sumas:

1. 3

20
57 95

2

+ 45
2k k

10

75 63-
x 5x- 11 3
3T 8

2: Determina si son ciprtos los 'siguient4d enunciadoh:

(a)

(b) <

al.

x,1 14 6

'65 -27

m

j.



A
pi odda 'um de .1s siguientea pares de n e os, dethrmina qué

ntimerO es el italrbr: \ '' :
..

(a). 71 6.4 1 ,.
4(b) 1.3.

'10-11.

(c) 152. -p3-

as

4. 'En el capitulo , aprendigte que para oualquier par de ntimepo's

a, b, solamente.agde, las sigucentei Osibilidadea es cierta:
P .

4

,- a ,i. b, a ...-'-. bo. 6. -.33.. En .cada, =6 de los siexientes ejeroi-1,
....b.

o,cio; determiAds qué sUbolo Indica la relaci6n.,correata entr..,
- .,.., . .x.

los ,cloa -ntilirOs : . . .

. ..

....-...

(a) 47.,

(b)

(0) 4sr,

(d) 4- +4)2.

Juan.y §u,hermanoi,Roberto recibian cada uno una asignaelciri de

41.00 ;por .semana. :Una' semana su padre dijo: "Les pagar6,-

como 'de costumbre; 41. 00 a cada uno, b les pagarg en oeiA'avos*

cualquier mdmeromerior que 100 aumentado en. el may91.-.. d aus

faotores propios primod) Si no .son muy pereiosos, tendrein

muctio que ganar". Qu4 nIlmero.deberin escoger?.

6. Supongamos que el padre de Juan y Roberto se olvid6 decir propio.

Cuetnto ganarlan los muchachos debido al desciaido. de su padre? ,

Se emplea un hombre para vender -rajes.en Ia Tienda de Ropa AB.
Se je dio a escoger el pagar1e:'.4200'.'44s. 4 de spa yentas -o

* 1
sencillamente es sus ventas. Cuá1 seria la 'tnejor Oleccián

3
si cree que puede vender menstialmente mercantlas por valor °de .
4600? Supongamos que pudiera vender 4ri00 en, mercancfas,

&cud" seria entdoces la mejor elecciOn? Y si pudiera 4ender

$1000? Ouinto" deberia verider para (ue Zas rtas resultaran

iguales
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Algunas propi-edales 6 los factciriwe

Suponte que estuvieras btiscando dos enteros tales que su sump.
kea 22 y su producto 72. TIna. miners de hallarlos seria ensayar
todas las posibles maneras de dbscomponer. 72 en factores hssta
hallar -un psr de ntimeros clue satisfaga la condici6n. Sin embargo,
veremos ahora que los factores de 198 ntinimerop tienen.iropiedades

# que nos-permiterl-descartar muchas .posibilidades sin tener que,
'ensayarlas. La descomposici6n de 72 en factores' primos es

2x2x2x3x 3. .Les dos factores de 72 que Interesamos
deben.contener los tres,.. 2 y los dos 3 que hay en la descom-
i)da1ci6n en factores primos de 72.. Slapongamos clue 10.8 tred. 2'

estuvieran todos en un sqlo factor y no hubiera ningtin , 2 en el
otro; es dep., .tendriamos- -(2 x 2 x 2)(3 x 3) 6..
(2 x 2 x 2 >< 3)(3) 6. (2 x 2 *X 2 x 3 x 3)(1). Entonces, uno
de los factor'es seria iaar, mientras aue el **6tro eerie. impar

debid a que no contiene un 2. Pero la lima de'un niimero par
. ..?#

.)
y uno impar es siemwie impar, y. 22 TIO es impar; esto es,,,ri

(2 x 2 x 2) 4. (3 x 3)

(2 x X 2- x 3) + 3,
(2 x2x2x3x 3) 4. 1

=,17

=

=

27

.

6

6

De modo que.esta manera de descomponer 72 *en faciores no es
apropiada; deberemos rep*artir los tre%:' 2 entre los dos fac-
tOres, y asi poner:\dos t en un factor y un 2 en-el otro.

Consideremos ahoi-a los. factores 31 4RelkartireMos los dos
3 ci polidremosismbos en uno de los dos factores? Sabemos que
22 .no tiene a .3 como fictor, pero'si repartidramos ios dos

slick
3. entre 'los do& factores de .472, entonces oada lap de ellos
tendria a 3 camo factor y*la suma tambidn tqkdrfa 3 como
factor. Ciertament4 la spina no podrfa ser

a. air 4

AsS, hemossi,riguado que los dos factores. de 72 tienen
%tie "disponerse" como un faCtor contierie dos 2' mientras

..r.-.que el dtpic.646ntiene un 2; un fa.gtor contien&Olos, dos 3 mien-
tras que el otro,no contiene ningtin Por Yo-tanto, hay sola-
mente dos'pos.ibilidadest' o los dos 3 vAn-juUo a un 2 6
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qon los dos .2; es deciro las disposiciones posibles sere) .

(2 x 2 X .3,x '3)(2) .y (2 x 3 x3)(2'.x 2). Pero el producto de Os

2 y dos 3 es' 36, que les obviamente demasiado grande, de' mod°.

que los dos van con el 2 (lc). que da 18) Otras doit 2

forman.el otro factor, que. es Como (2 x 3 x 3)* + (2"x 2) = 22

y (2 x 3 x 3)(2 x 2) = 72, tremas enoontrado nuestra .contestpOn.
El razbnanliento expuesto slepende de dos ideas; a saber, si 2

es .un factor.de uno de dos ntimerim, y es también factor de la .suma

de estoso entonoes 2 -sere. .fab{sor del ôtro nlimero; y aL 3 es tin

factor:de uno de dos niimeroso pero no ss un)factow dd la sums de

6tog, eritoildes 3 no es Ian ..raetor del oti:o niamero.

Demdstremos ahora url teorema sernej ant el

Teorema qra dos erltetos positivos

b y co si 2 es un factor de ambos b

co entonces 2 es un factor de (b +

Demostmcitin. 2q b; donde `Pq es un entero, 'porque 2 es un

factor de . b; 2p . co 'donde p es un' entero ;'porque 2 es . un

factor de c.

Por lo twat°,
V.

2q +,2p = b + cl (Our que?)

2(q + p) = b + c, por- la'propiedad dis-
tributiva

Como q + p es un enteric;

2 es un factor 'de + c).

Por ejempla; el teol,ema 10-5a asegura que como 2 es un factor

de ambos 6 y 16, sabemos que 2 lp un factor de (6 + 16).

Toda vez que 7 es un factor de ambos 21 y 4crees que,

porno consecuencia 7 es un factor.Oe (21 + 35)? Si en el

teorema 10-5a, sustituimos 2 por cuslquier entero positivo a,

podemos demostrar el,resuitado general;\

Tegrema 10-5b. Para tres enteros positivos

a; b., co si a es un factor de ambos b ,y

co entonces a 'es .un factor de (b +-c)

La demostraci6n de este teorema será un ejvcicio del.proximo
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Conjunto .de probIemas.

Otro teorema 1itiU es

Teorema 1.0-10 Para tres enteros positivos

-a, b, c, ;ai a es un .factor de b, y a no
es un factor de (b.+ a), entonces 'al no es

un factoll! de "b.

factor.de c; entonces

consiguiente, es un fac-

conti,ad18e la hipcitesis

.Por lo tanto a Lo_ es
1.111 factor de c.

-Como 3 es un factor de 151 y 3 na es -un factor de
(15 + 8); estamosseguros de que 3 ino es un factor de 8.

Uh tercer teorema quebs ti1cuando trabajamos con factores

Demostr ai6n. ,1115.onte cip?.a

i es un facto delambos:b y' c1ey pqr
tor de (b c),. l'(LPor cluck?) Pero esto
'de que a na es uh factor de (b q).

es e/ siguientet

Teorema 10-5d. 1Para tres.enteros positivos
, a, b, c, si a 'ee uh factor de b, / a es

un factor de (b + c),-entonces' a .es uri

j factor de a.

Dejamos le deMostraciOn de e%ie teorema para que la hagas como
un ejercicio.

4

Conjunto de problemas 10-5
\

1. La descomposición en factores primos de 12 es 2.x 2 x 3.
.

6Qud dos ntimeros auyo producto es 12,-tienen surna par? j*
'sums. impar? LPodris. encontar otra sum impar? (ieauerda
que 1 es un factor de todo ehtero positivo.) 4Podri ser

un factor de alguna suma posible?.

2. ,La desuomposicidn en factores primos de 36 es 2 x 2 x 3 x 3.
\Halls, dos ntimsrdsVyo producto es 36 y (a) Cuya sum sea

divisibleipor 3 pero rui poi 2; (b) cuya suma.sea divisible
por 2 pero no por 3 (c) .auyasuma.no sea divisible ni'por
2 ni por 3.-

tt% .1S
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3. Lit desoomposio.i6n en factores' primos.de
-

150 es 2 x:-3 X 5 'x 5.
..e,,

.... - e

liana doe mitrieros cuye'producto es 150 7 .(a.) tuya mama se.p. . ,

,

par; (b) cvya sumo, sea divisible por 5; () .911T11& no sea

'divigible pox* 5. a.

Escribe la descortiposición en fatores ttimo 18. Wla dos. P

., ,,

nilineros buyo productd sea 4 g3. -yNauya stunt , .
(a.) .9; 1*(4: iii. -

'Cada unp de los siguienes ejercipios,-escftbe la deicoitp9S1.-. ,
ción en factores 1::k1mos del pilimer nilmero y utillgala para: btas-.--

%car ros dos mliner9 que Itienen el.-.produ.p.po y lb, ''supja,- ixx34cados :

'90

lb
4 , i

(a) ,'Produgto. es' 288 y swim eis 34 's 4, e

972 ."

-(c)

I 11 e) r7

" 216 '?17
(d) 11 . " 330

.41

(.f)

"

" 62 .

:" 270 ' ." r 39

El -perimetro de un terreno 'rectangular es de 68 pies y. el area

es de 225 pies'euadrados. .,Determina el ancho y el 14r.go, si.

éstoi son enteros.

'7. Demuestm el teprèma '16+5b.

8. -Demuestra el.,teon,a 10-56.

9. MueStra que si es un
eteroT6sitivo,"'entonoes y . es un

factor*de (3y + y ). (Sugerencia: ITtiliza el teorema 1q:5,b.)

10. &Para (41.16 entei-o- posltivo x 3 un factor de 6 + kx? .

(Sugerencia: Aplica el teorema 1,04antos.,Valores'de'

puedes hallar?)

11. Tres jévenes limpian 'de nieve las aceras y cobran 5051- quando

se trata:de =a, ticPrida y 41. 50 cUando se trata de una casa.

De
1

cuantas aceras de tiendas y cuantas de casas tendran

quitar.la nieVe para. poder .repartir el ,dinero en partes i -

0 A

6.

*Olue suceder/a sVfueran 4 jévenes?

12. '(a) 3 es un faPtpr de = 39 y .39 \: es 1m:factor de 195.

i,Podemos deducil^ que .3 es .un factor de 195?

(b) 3 es un factor de 39 3 5 es un factor de 20.

1,Ppdemos deaupir que 3 + 5 es un factor de 39 + 20?
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(a) 3 ei un,factor de 39 .y 5 es un factor de 20.1.
.z:POdemos deducir .que 3 5 es un factPr de 39 20?

-,(d) 3 es un factor de 39 y .3 ,,ea un factor de

4Podpnios I'de.dupir que '32- es un factor de 39 27?
(e) 3 es un factop de 39 7- 3 es un factor de 27.

LP9demos, tleduc1r que 3 es un factor,de 39 + 27?
(f) 3. es un factor de 39.1 .0pdem9s deducir que 32 es

un factor 'de '4.392?

(g) *32 es un factor de 152. 4Podemos deducir que. 3 es-
.

.unfactltr de 15?

(h) 3 es un °tor de ,39 5 es un tactor de 135.

1,.Podemop que 3 .ves un factor de -135?
13. Demuestra I iguientes teoremas:

(a) Para -tres enteros positivos al la, cy si a es un factor
de ..151 y b es un factor de c entonces a es un fac-
por de. c.

(b) Paiia cuatro enteros positivos a, bo"co do sf a 'es un
factot de bo y c es un factoi. de do entonces ac %Nes*

un factor de- bd:.

(cr Para tied enteros pos1t1vtc4s a, bo es si 'a es un factor,
de' bo y a es un factor de. cy entonces a2 es unfac-
tor de

. (d) Vara dos enteros positivos a y bo si a es un factdr
. de by entoncesi a2 es un.factor de b2.

'Deternrina'qu4 ,teorema del problema 13 justifica cada uno de

Ios sigul-entes:

(a) 25 es un f tor. de (35)(15).

(b) 6 es un factor e .(30)(7).

(c) (13)2 . es un factor de (39)(26).

(d). 49 ,es un factor de (14)(35).

(e) 02 es un factor d (5c)(9c) 31 a 'es un,entero

positivo.

(f) nab vs un.f.a.ct de 15)(24)ab sl ab .es un entero
positivo;'

4
a
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, 10-6. Introduccion de los exponentes

Bernos visto_ que podemos eialqribir un en,tero positivo Urminos

de sus factores prima; asi; port ejemplo,

288 2x 2x 2x 2-x.2 x 3.4x 3

EAa notati6n no es pair cdnveniente porque 'es nitiy large; no serfs.

neces'ario ;icribir "2" cilia() veces si hubiera otra manera más con-
.
else -que 2x 2 x.2x 2x 2 de escribir "2 tornado cinco veces
comp factor".

-.Como primer peso hacia este objetiVol ya sabes qua 3 x 3 se.
.pixede escribir como .32. '.Esto a

se lee "3 al' 'Cuadrado.". El "3"
,

indica que vamos a multiplicar un cierto .n\imero de 3, y° el "2"

indica que ese nimero de. 3 es ok3s. En forma semejente, z.c6mo

.escribiriamos 2 x 2 x 2 x '2 x 2?\ El ntimero 288 se podr4 es-
)

cribir, pues, en terminos 'de sus factore.s en 'una forma más concise, t
5 2

.,
,

como 2 x 3 . k-) . .

En una" expresión de la forma an, necesitamos alguna manera 'de
.,

gnar los ntimeros incluidos en tal expresi6n. La* "a", que in-
. o

dl.ca ud ntimero se ha de tomer como factor varies 'reces, se llma
la base; "n" (gm indica lap veces que "a" se tome* como factor se

n .
llama el exponente. Asi, a significa un. ntimero que t consiste en
el fttor a Gtonldo n veces; all se llama una potencia, o mis

k

preoisarnente, It& en4sima potencia de a. Podemos escrkbir

an =axax xa.

n factores

a
2, se lee "a cuadrado" 0 "a al cuadrado".

-a3 se lee "a cubo" o "a al cub0"
-

an se lee "a elevado a la enésima potencitt", o simplemente
na a la ene". ,

at'
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Conjunto de problemas 10-6a.

1.. Oodrias decia4 cuil es el origen.de los t4rminos "cliad do"
.4

y "cUbo"? 'Sd. la longitud de un lado:,de un cuadrad 5

pulgadis &cual es 'el Arca,en pulgadas auadradas?

Utilizando'exponentes'cuando sea Conveniente, halla la des-

composicián en factores.primoS de'.los'siguientes nlimeros

64, 60, 80, 48, 128, 81 49; 41 32, 15, 27, 29, 56, 96, 243,

432, 512, 576, 625, 768, 686.

expres16n.. el.&que5 clase de nlimero deberecser alZ a

a?

Podeings cansid9rar que la: expresión ab define una operaci6n

binaria que, al'efectuarse cop los eriteros posi:pipos a y, b;

da el ntimeio abs %&Qué significa el preguntar si esta opera::

cián es conMutativa? &Es canmUtativa?'.006 signfricarla el

p4pguntar si esta operaaidn es o no asociativa?

Ampliemos nuestras nociones acerca de los ''exponentes. Como

ya sabemos que eldönjunto de loa nximeros.reales ei cerrado res

pecto de lamultip1icacitin, debe sersclepto que a3 -a2 es el

nombre'd5,un niimero real. alabri un nombre'mds sencillo? Como

a3 *gtelfica que hay que tomer la a tres veces como factor,

y a2 que hay que tomarla dos veces como factor, podemos de-
,

ducir que a ..a.2 gontiene la a cinco veces'a(;mo ractor. Es

decir;.

5 factores

5a . ,L24..LA a

3 factorei 4.2 factores

Escribe un nombre Inas sencillo para cada uno de los siguientes:

2
a . a b s3j 33 34f (x2) (x5); a4 a3 a'2; 05 a;

,a
2 br 22

3
3

. Consideremos el ntimero a
m

,:an dondla m y.

4la son enteros positivos.

.
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m + n factores

m n74-
+-

a a =axaXax ?.(axa

m factores n factores

n n ton
./*Parecerfa; por tanto, razonable de ir que a a Z m +

3:6_6-

nombres del mismo nximero?

4Te has dado cuenta de que hemos estado Considerando a2, a3,

a5, a7, etc. , es decir,-expresiones Adel tipo all
4

donde n, es un

enter& po4tivo,. Tero que no hemos mencionado a'? Eh efe-ato

es un eptero ipositivo y definimos al, . a.

Co)nto de problemas 10-6b.

Escribe nombres Ags Sencillos para los siguientes:

'Ejemplo., (9x2)(3;;4) (32,x2)(3x4)

36
,

(a)

(t)

(c),

(d)

(e)

m3 mil

(x3)(x9)

(2x2)(x)

(22c)(2x )

(2x)(23x3)

(21ta)(348-3)

(h) (x2 )(xa)

:(1) 34 32

3
(3) 34 2 -

(k) 25 3 5

(1) 24a.

(m) M3a2b )(32ab2

2

(Sugerencid: escribe 27 en

tdrminos de Sus factores

primos.)

(16a2)(3248)

En los problemas 12, determina qud enunclados son ciertos

y cuAes falsos y justifica tu contestacián en cada caso.

(n) (3k2t)(3m2t)

2. 23 + 33

3. 23 33

4. 23 + 3

5 3

. 5? 6. 2)

63 7. 23

63 8. 23

= 66 9. 33

53 69

23 = 26

+ 23 24

,71- 3

4



40 7'

3.9rf + 3

+ 43
.

12., 43 + 43 + 43 +

13.
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Eseplbe nombrea los siguientes:

(d)

(a2 +

cio 23 ( 22 )

(b) x2'(2x3 +-x2)

.(e)

*-10r7. Otras propiedades de los exponentes
5. . .

.

. a
. Examinemos ahora la fraeoicin -1. a /0.

. ...

a ,

miseeneillo para esta fraeei6n? Del signifieado de a5' .7
es ela&rite clue

. .

a2)

&ilabri 'un nembre

a5 x a. x -a x a x. aaxexa
a x- a x aaxaxa

a2.

x5 b2 e6
a- m2 3

Eseribe nombrs mis*seliwaillos para: ---,E1
--2.; 11

'!:rd
p 3 a m

en los.que ninguna de las variables tome el valor 0: Oodrits,
generalizar los resultados?. Suponte clue eonsideramos de nuevo a

5a
pero ahora.razonamos de esta manera:,

Entonees .

a a
3'

.a
2

porquse 4
m

d* an = am + n

5
.11.4.... 1

a.'
3

ka
a"

= tl_ 18,2
'

,a

= 1 a
2

= a2

3 1

(4Por qu4i)

(4Por glad?)

(415or quip)
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Resumiendo: Cuando a p1 0, tenemosl.que:

in
- n .65Si m n .enionces 'Por ejemplol,-5

-a

am
65'Si in n entonces For ejemplo,

an

a
M 1si m 1-1 entonces Por ejempl),
an an

1. Simpllfica:

Ca) n2-23

2

22(b) -7
2

Conjunto de pralemas

2) 2 40

25,34 :

(h) j.L)L.
22 37

los problemas 2 7 simplifica cada expresión. (Suponemos
que ninguna de las variables toma el valor '0.)

(.0)

(0)

(p) (a21530(a413304

(0'
(b)

5-x

36a2b3

ea5b

2. 3

(a).

5 x

(b)
,6eb'

(b)
4 2 3

153x a

z3 b3
(d) Tr

'4

CO -?.1)% 4. titb3c

Yr

(a)

0

36a2b3

7ab9

(0) 63x 3

..28a

.



En,Ios problema_s .8 - 12, determina
oUgeles' falsos y demuestra\rpor qUe.

2, 3
-.... =

I.
3 3
24

. a.

wet enuneiados` son eiertos

4,0

63 2
3-

13. -i,Por qud- debemos toner el'

ôuidado de evitar que as

variables. en los iiroblemas

2 - 7 tomen el lralor 0?
IS

El tener tres propNedades de los expOrientes pare*. la dilrisi6n

nunect es ten eonveniente porno toner una sola que haga el mismo

trabajo. 'Si eliminamos la condieión' m > n, es posible redueir
trei propie.dades a una sola, a saber:

r.

Trabajembs algunos problémas de dos Maneras, primero-utilizando'
.euilquieta de.las propiedaldes de la seedicin anterior que sea apro-
piada, y Segundo utiJIzando la propiedad,

am m- - n= a

Conviene tabular los resUltados.
COhlpIeta la tabla siiguiente:

e - 3 4 a7
Compare.' a a con

as"

3 a3 3
Compara &.-= 1 spon, -5 . a

a3 a

.a a3
Compara -7! con 5

a5 a

. SI
-,1 sit

II

,



akCompara
r

1
8:

a
2

1Compara =
a)

A

. En varias opasiones anteriores, hemos ampliadq, .1:lociones --

acerca de.ntIm9ros. &Podr/as ahora ampliar tus riocioneit acerca

de les exponentest- Examina puidadobamente ta a anterior a

fin de contestar las siguientds preguntas

0
a

k
a-1 =

'-2

* .
..,

LTienen -los ezponenteip negatiVos y card al. n sentido en nuestra

definici6n de azn . a . 'a. a hasta n factores? Deeds

luego, el pensar en a tomada (-3) veces como facpor carece

J de senticto; peroias consideraciones 'anteriores sugieren Una
manera tinica de escrAir la propieda&de los«exponentesen la

si, pat'a m y n enteros positivos y a / 0$

pefinimos

ent6nces

a
0
= 11

-n 1a = 0;

m 1
a .---

an

sat amea- n

A

3,0



z

4Es diste e3. miimo resU1tado7que se obtiene al aplioar 2a primera-.
definioidn?

Ahora,que tenemos.un significado para m exponente negativo
eiponente alert), las propiedades

m n n am -a a a.
A. a

. .

sonpilidai para enteros, oualeespiera m lE n Bean .6stos pas
-pivots, oero o negativos.

Ejempld 2.

.,EjemplO

,tt

I 0

A
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4:4

Cenjunto de. prOblemas 10-7b

Simplifica cada uria de 'las siguienies expres ones, utilizando
primero- la-propieclad.;,

luego en una forma que conenga solamente expOnentes posi-,
(Suponte' que ningtina de las variables toma 'el valor

0,$).

EjemiilOa *=g =
a-

.(a)

(b) 35

(J)
ab
alb

(k) 36xyl
8xyL

3m4

m9

.4:0

(

(in)

2. .Simplifica cadtt una de las siguientes expresionf?shakta llegar
a Jana forma que contenga solamente exponent.es ,positivOsa

(Suponte clue ningun. de\las' variables toma el. valor 0:.)

(a)

(b)

(e)

(d)

( e)

04,x 10-2
102

103 x 1022 ..
w10

4.007

12a4b
3a7b2

a

-
(f) -542'1

4 x y
23 X 4

23 X r2
163 x 10-4 x AO°

lc x
-3

-2
1?
42 x

21?x2y-1

.04
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=ra distancl4a en mdllas de la tierra al sol es 4proxlmadamente.

93,000,090..

(a) Ouantos millones de mdllas es esa distancia?

(b) I,Cuantos,teez mi1lone0 de minas?

(c)* ,aeret 9.3 x 197 otro nombre para 93,000,000?

Simplifica cada una de las siguientes expresiones hapta que

'contenga solamente exponentes positivos:

(10 102(104 102) (d) (a a-1)(a + a-1)

(b) 3a(3/i14- a"1) ( ). (a + a'1)(a a71)

30(3wla 341.2)

En cada uno dp los siguientes ejercicios, halla el valorde n
,

clue haga cierto el enu'nciado:.

(a) 103-x 103 lOn .t (e) lOn x lOn =

(b). 101 x 107 - lOn

10-4 x 10-4 ionee

(d) 107 x 107 = 10n

(f) 1011x lOn

(g) 10' x 10n

(h) lOn x1011 1074

6. SI ri es un entero positivo y a 1.0, demuestifta que

a
n 1

a
-n

.Si m y n son enteros claalesquier,,,demuestra que

'a
m

an = a
el- n

incluye todos los casos
,
de multiplicacián y división de poten-

aP
(Sugerencia: El caso de' puede considerarse como

aq

,LCUil es el significado de (ab)3? Sabemos que ab es e

mombre de,un nximerg y sabemos taMbidn que un ndmero al cube

-signifiea que t6mamos ditho niimeib.tres veces COMO factor; Por'

lo tanto, el significado de (ab) debe ser (ab)(ab)(ab). Por'

,
,1/441 0



10-7
1.

las propitadades conmutativa asociativa de la multiplicaci6n
de ratimeros rea1es sabemoeque

De modo que
(ab)(ab)(ab; (aaa)-(bbb) a3 b3

(ab)3°= a3 b3.

4

Utilizando un razonamieito andlogo eioribe.otro nombre para
a, 3

. Haz 3.o mismo con (a2 b3)3. E.n.- general, tenemos que

lab)n

Conjunto tie prgblemas 10-70
kn los problemas 1 simplifica cada una dd lap expresione's
7 eseribe tus rotpuestas utilizando exponentes positivos sola-
mente: (suprin 41.empre que ninguna variable toma el vaior O.)

1.
.1 2

(a), (3e)

12.2.2
/ 2

(a) k-n-Y0 (b)

(a) .(2i'21 (b) (272) :
, (2y) (2y ) (272)'

(i) 3(43)2
2

(b),

(0) .(30)3

(0) ;! -2
15(xy)

(,) :.72z15
490b

(a) fall 1,r)

2a.1a) 4
. a

(4)
4

81abi3
3323r-

39

CO 64)2215
49230

_211.i.A

(b) 2a.xa

(a)

(a) 3a(32)

(-43) (
3

4)



4Serei clerto..eada_uno de los siguientes enunciados? Justifiea
.tus -contestacioneal
(a) (2\2 22 1

'VS) 1.1.37
)

2 -22 ,(3
g` l"wr3..

) 32

10-7

(b)

(0) 002
2a2

7 b

2 2
(a.)

(g)

Os un factor de

35) .

'es un factor de-
.

.(62-492).

(2x .-1- 4172). eS -un ntimero. Par
-si X, yo son ,enteros: posi-

71)

- 10. (l) -Toms. un!nt*ro, (2) dáblaloo (3) 2cuadra :el .rcsultado.
Mora, 4uelve a .empeztir ) Toilfh el ntimero original
(2) outidraloo (3) .dobla .el results:do.'

(a) .4Es ,,r resultado final el mismd utilizando ambos procedi-
mentos?

(b) Utilizando una vstriableo prueba si los dos procedimientos
oonducen, o ;,1o al .mismo rebultido.
Considera. rn euadrado cuyo lado tienel, a unidades de ,

Laro. &Cutil .es su tirea?'- Considers, ahora un cuidrado
cuyps lados son dos Aces el largo de los de41. cuadrado .

original. Escrib6. y sLmj1ifia :ma frase (en .tdrmings de
s) para el area del cuadrado.mayor.. P'4Cutintas veees..el
area del ate3adrado menor serti la del cuadrado mayor?

r
Dre manera semejanteo compara el irea del 'cuadrado original
con el 4.rea de un cuadrado:cuyos Iados Erean tres veces,el
largo de los lados'del primero.

11: (a)

atin no lo has he*chorvuqstra, mediante un dibujo de lost
,3. -ouadrados mepcionados, isluo,loit.resuliefdcts de Ia.§ parte4!.

(a) y (1:;) .pa.recen raionab.aie,s. -, .. '.

'Simplifica las siguintes expx:esijanie.z,see aqar, '-4ranif6rmalas2 -*
de manera Alio contenian una'-sola dii.itida,Uidicacta.-=.

a

- 4IF.i

,

0.



.(Obselftva qu,

3x2 6xy,

'más peque4;:

3 S 37
2

(a)

23-'72

(0) -2-cir
61t"I

2
2 2

Y

'9y2 deid.4c1) a TA6

el minim° conftin imiltiplo de
2 . y2 es -el conjimto

de factores que contiéne a x2 3 .2x:y1

2
3x2

z

) +.-4.-3--'-=-Le
35ad 25ib 5b

13. Demuestra: .SI a2 es, impar y a es un entero, entonees
e.'s impar. (Suge'rencia: Sup On que .a es par y llega.a una

,oontradicci6n,L) it ., .214. Demuestra: Si, a es par y a es tin entero, entonces a. . 7es part' (Sugerencia: Sup 6n que a es Impar.)
5. Sea a igual a 2, b iguit.1 a -2, cs igual tk 3; d igual

a -3. Entonoes determina'41 va1or de:
(a) .2a2b2c2

,(b.) (-2abc)2

(o) _As 4d

6b2a3
.6-11221)16020

29b16e2

1.

(e) a3 + b3

a b,

(g) JAt'i-vb
.02

ag
02

4V

NVON,D So

3
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1 . Multiplicg:

Ejemplb.

(a) (x2 + 1)(e x

(b) 42a3 b2)(ia2

(0) .(2x - 342

(a + b)3

P 2

2a3 +;a2 31i.t2 + 6a,- 3

2a3 282 + 6a - 3

- 2a +3)

Problemas de repaso,

lialLa Ias siguienies sumas:

3 1

Cal 175+105
(d)

(411) llk

4- ir( 0 )
2-

. 8a
, Reduce a su "minima expresi6n":

102a)
(c)

?:;7;
A Id) 3.4237

" 999999'

01241 es el -ntimpro primo que sigue a 129?

4. Quatro veces lin.en'tero, es Aiez más que el doble de sU su esor.

Oual es el entero?.

'

Si el dominio de la variable es el conjunto'de los mimeroa.

primos, determina el cOnjunto de validez de cada up() de los

siguientes enunaiados:

1



..7-44+ -

.

;," (a), (2;c1- 99) mi 29

(V)

Simplifioa:

(a) (2a)(3a2)

(b)

(0) 32c2 < 121

(d) ix AI-.< 3

Escribe los, .productos indioados.'oomo sums- indioadas:

:0)
(

(d)

a2(a 1) (e)

242(2C2 + y3) .(11)

(iX 4. 1) 3x2 (g).
( ) (111 n) (11)

+ b2)(a + b).

x71(x2 4. x3)

(a b) (a + Val)

(x21 + 1) (Xy2 2y)

Si x es pn entero "positivo, Lowiles de lotiv aguientes
ntimeros son pares, mulles eon 'impares, y miles 'puedF1 ser
eualcpliera de'las dos oosas?
(a) ri2

(b) n3

(0) 2n

(d) 2n + 1
(e) (2n)2

Ouiles de las siguientes
ouarquier nilmero real n?

(a) n2

(-n)3
(0) (-n)(-n)

(it) (2n + 1)2
(g)

(h) 2n. 1

(1.) 210 + 310
.(:3) 210 4. 610

expresiones son no negativia Para

(4)

(e), (-n)2
(f) (,12)(1.1.2)



10. Las Eiress de dos eusdrados difiererr en 27 unidades euadradas.

Un lsdo' del imadrado manr es una unidad más largo que up lado

'del menor. Escritte y rauelve irna ecuaci6n para determinsr el

largo del lado del euadrado menor.

11. Purante 27 dias Guillermo ha' estido ahormndo moneclas de cinco -
y de diez centavos para st.l.s..gastos del .ampa.mento de yerano.

Se eneuentra con quo tiene 41 moneclas, euyo valor total es de'

43.3. Si tiene ms monedas de diez centavos quo de .eineo een-

.
tavos, 4cutintas monedas de einco centavos tendri?

Samuel ti'ene cinco horas libres. Qud siistancia podr0. comer

en bl.cio3.eta hasta-las colinas vecinas a una velocidad de 8

millas por hora para luego regresat a una velocidad de 3:2

minas por hora?

e

4



Capitulo

DICALES

4i.

..11,1. "Ratees

Una Vez estudia.da4a operaci6n de sumar nos fue posible definir-

au inversa, la operaci6n de meter. kts2u6 operaci6n definInds coino

la iriversa de la,multiplicaci6n? En e/ tapitulo 10- considerepos

'la operaci4n de cuadrar un, ntimero. Este. también7tiene una inVebrse..

,Repasemos:por un mOmentó el prOcedimiento pare hailer la raiz
.cuadrada de un ndmerg.'

Si x = 17, &cull' es el valor de X2?

Si = ..3, 4cui1 'es el vaior de. x2

Si x = -2wa 4ouanto es x

Veamos ahora el mime tipo de pregun a, pero en la 'direcci n
...

opuesta.`"

4Cui1 es el conjunto d Validez ce x .49?
2a el de x .09?

2 h
.4y el de x -4?

.En 0..e segundo -gfaupo de preguntas nos interesa, por ejemplo,

un ntimero ouyo ouadrado sea 49'. Determinarlo Constituye la opera-
.
ci6n inversa de la de cua llem o extraer una raiz

qUadrada.. Ciertamente 7 nlimer.o cuyo cuadrado es 49, r .

por lo tanio, 7 es una raiz cuadrada de -49. Como es igualmente

,cierto que {-7)2 = 49, deducimos que -7 es tambidn'una raiz

cuadrada de 49. .Debemos convenir en Dna notacián y una

que psrmitail distinguir entre_ estas dos ralces cuadradas;

se aoi>sttunbra llamar a la raiz .ouadrada positiva de un ritimero

"la raiz cuadrada de b", y denotarla, con 4E'.

Resumamos ahora lo arriba apuntado:
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Si b es un nilmero positJtva real*: y a2 13,

entonces a es una-raiz cuadrada de b. ., Si,
a es um raiz cuadrada de b* tambitin lo *es
-a. sLa raiz .cuadrada positiva de b se denota
con .46 :y se- llama corrientpmente "lar, raiz
cuadrada de b. La- raiz ouadrada negatiya de
b seri entonces

Definimos tambi6n isAY = 0 y en este caso hay solamente.una
raiz cuadrada.

Conjunto de problemas 11-la

(e)

(tei\:13faii

. (0) *)/F-Wr ten cuidado (g) "IiTt + +

(d) (h) -F43 T.
LEs el enunciado Ng= x'," wcierto,si
(a) x es 3? (b) x ea

ft TE'el enunciado Nrx

(a) x. es 3?
cierto si

.(b) X.* es -3?
Si a sy b son ntimeros positivos reales y. a -4 b* demuestra
que -4 45. (Sugerencia: Solamente una estas tres relaN
clones ea cierta: = NEE, > 4E; iv-Ez < vv. (4Por mad?)
Nuestra que 9ada una de las dos primeras conduce a una contra-
dicci6n.)
I, Sere. que + 2 = 1 para algtin valor de x? Ex-
plica.

6. Determina la. raiz ciladrada--de---(2x.,--,3.----ail-

Is

1 1(a) x 7 (b) x > 4(3) x =

C

L.



Examina la,si ient'e '!déntracIón" 4e que todos los ndmeros

son igualea: b son dos ndmeros reales cualesquiera,

ento.nces

b -Ib

b)2

b

Za = ,ab

a .

%
4En qu6 paso falla la "pemostraci6n" 7 por que?

SI x = 2; &mil es entonces el valor de X ?
#

Si x = -03, ou61 es entonces el valor de

' 1 4
.si x 2 4cueinto seri x ?

Do nuevi5, en la otra direaci6n, podemos preguntar:

&Cue es e14 onjunto de validez de x3 . 8? .

&y,el de x3 = -40.027?

47 el de . 16?

Siguiendo el procedimiento usado 4teriormente, poaemos dear

que a es una raiz clibica de b si a3 . b. Escribimos'

'Me los_ejemplos anterioreS deduciris ques'plunqueno nos fu poqible

haltarja1cea cuadradas de ndmeros negativos, 7a que ambo los

nitheros posittivos y los negativos, tienen cuadrados posi ivos, si

es°posiblit hallar raices cdbicas de ndmeros negativos prque el

cubo de un ndmero negativo es negativp.

.% . Por.otra parte, parece.que's6lo podemos hallirun fitimero cuyo

aubo sea .83 'a saber, el ndmero 2, mientras que hems visto que

todoS-los
n'fteros-diettntos-de-cerpi.t:endrin dos raloes cnadisdan4

si es que tienen aiguna. Esto es-correcto si consideramos sola-

mente los'ndmeros reales;'en el futuro veils quo, extendiendo la

clase de Omeros que estamosdispuestoS a usars los ndmeros nega-

tivos'tambidn tendrin maces cuadradas y todo ndmero distint6 de

per° tendri tree raices odbicas.
sv



11-2.

COnjunto de problemas n-lb
,

Simpliflea las expresionew de los problemas 1 al

)

.#

(a) (b) 1000 ( )

(a) (by (0

10 25 (b) 1-8y3
.

.(i) (-13)3 -(b\) )

(a) .0011 ' (b)
1b00

(b)
1r7DT-

b'r.a. 12R

(a) 64a6 (b)

-4441116 relaci6n hay entre 411-6 .14.? ntre O,00O 7
..1.../7071. 4Se te 'Oeurre Una relaci& en e ra/des cuartas y

raices cuadradas que parezca sers-cierta?

Redaeta una definielon,para ra/ces cuartab y-otra para
raices,endtimas, donde n es un entero positiv6.. 4Para

qu4 valores de- n creep que tienen ra ess enésimas reales

loss niimeros negativos? 4C6mo crees que tender

a la's raices endsimas la propiedad delos niimeros positivos.

de tener dos raices cuadraps realesI una raiz elibiba real?

.Radicales
_

(0)

(0)

(..0) .216

Si

A

.
-El *sitbblo se llama Sipe radical # una expresi6n que

oonsiste en una frase dentro de un'tigno radical se llama un
radical.: Asf 43x4 s unra cal;

' 4

8
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Volvamos,a las'ralces,61adradas. Rasta ahOra nollemos tratado

.de extraersla raiz cuadrada de n a menoa que pudiéramos, sin gran

difibultad, darnoa.quenta de que n era el cuadrado de alglin nti-

maro 0 expriasi6n apncilla. .(Eh este ca'so Aecimos (4)5e n es un

scuadrado perfecto o =adrado exacto.) scolAsideremps ahora el,caao

de,Una raiz cuadrada que no podamos reconocer inmediatamente, tal
*

porno, pDr,ejemplo;47.' Otud 4.egunta haretds ,a:cerca de esto'*? Por

e4emplb, si se nos diera,la expresio +17,, no la dejariamoa en

está forma, ya.que cdmprende una operacicin indicada,que pl.mde lie-

liarsd,a cabo. Es-posible aimplificarla al -L+ 1, o simplemente

a- .2 LQ06 ogurriria si la expresidn fuese -/2" + 1?
3' 1

VaaMos Io que ocu.rric5-en el caso de +.1. Encontramps que

N/1 Jas un niimero racional que podrfamos,combinar con el pdtero

racional 1 para obtenersla exprétión simple+ Oodemoss .

bacer algo parecido con 41E+ 1? La verdad es que no sabetos-qu4

exista,Un ndmero raciOnal cuyo cuadradb sea' 2, pero,axin hemos4,

demostrado que na hay tal mIlmero. Lecidamos "esta ctlestidn de =A

vez parassiempre
,

teorema'11-2. .41E es irracional.4

1.1tplanteamiento:

-Antes de'empezar la demostración del teorema, pensemos en el,

problema en auestión. Queremos demostrar que 41E es irraciOnal;

es .decir, que un ntimero cuyo puadrado sea ,2 no'Puede ser racional.

06N te demuestra que algo ilag.ene una cierta proPiedad? POD

ejemplo, en el capitulo 9 .demoatramos que 0 tiepe recfproco.

'06mo Io hicimos?, Suponiendo que 6 tiene-un reciproco y'dtmosy'

tranc que tai aupueato conduce a una,contradicci6h. Si un aupuesto

nos 1Ipva a una contradicei6n, el supuesto debe ser falso, y si es

falso re 0 .tiene un recfprOco, entonces'no tiene reciproct1.-
. - -

Tratemos de emplear aqui el mismo razonamiento.

.s

-4\

A

'44
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Demostraci6n. .Supongamos que existe unniimero racional,
,. . 2

-digamobl 5,71 siendo a y b enteros Rositivos tal .catm - aa

Ciertamente, podemos insistir en ,que .a y' b no tengan factor

min alguno,,Pues -caso de tenerlo, se puede simplificar lalfrae-

A, ción a eliminando ese faptor. .

Si'

entonces

y también

(t) 2

a24,
2* (4Por qua?)

a
2

= 2b2.. .0,Por que?)

'tsto nos dice que a
2

es un nlimero pat. (LPor qua?) Entonced

a es también un ntimeto par. (Demostraste este resultad1 en ut

ejercicio-en el cap/tulo 10, pigina 278.).

'Si a es pat, entonces a .,2c, siend a otre entero,

(6Por5u6?) Si, en mitstra atima eauacial, reemplazamos a

-par 2d 'Obtenemos

c 2b
2

2c
2
. b

Por la misma razdn que dimos.en el caso de a, sabemet que b

debe ser 'tambian par, ya que su cu'adrado es'par, ?or lo twit())

hemos demostrado que a y b deben ser ambos numeros pares.

Pero habiamos escogido los nlimeros a b de modo que no

tuvieran ningdn factor en comin, 'y esto desde luego no permite

que a y b stengan el factor cormin 2. Asl, pues, tenemos

una contradicci6n; la hipotesis de que 47 es i.acional nos ha'

llevado a una contradiccicin, y dicha 140tesis tiene que ser

falsa. Poi lo tanto, NPE es irracional. As/ termina la de-

mostracion.

Yijate de paso, en la siguinte diferencia interesante entre

una demostraci6n por contradicci6n; como la que acabamos de hacer,

y los otros tipos de demostracionesque,has visto durante*

curso. En la demost/lacion directa hay bna'prop4dad particular

que esters tratando de bOablecer, y prccedes a trabajar-conAa
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.informaci6n-dada,y con las propiedades de los nlimera6'reales hasta

.11egar al resultado que buseas. Tljas tu atencidn dn derivar la'

afirmacián deseada a base de afirmaciones que has'supuesto'son:

cipitas. Et la dem6straci6h Tor contradicci3On, par otra pirte,.

.014des a,tu lis'ta de las 40saii Ogai las cUales trabajas, la nega-

citin de lo que quieres demostrar, y -después continlias Ifterivando

hasta llegar a Una contradiccián. 'No sabes de ante-

'nano de d.ánde proviene la contradicciOn, pero contin4s traba-

Janda ba,sta dar can una. -Esta contradieci6n demuestra que'come-

tiSte-un error al negar lo que querias demoStrar, pop Io,tanta, la

ciUe querias demostrar debe ser cierto siempre.

'De,manera análoga, es posible estableger que la az cuadrada

de cualquier enter° positivo que no. seaun cuadrado exacto'es

Esto'nos dice que, por ejemplo,' eritre los enteros

desde el 1. hasta,e1 10 'salamente.ei 1, el 4 y el .9

tienen ralce's cuadradas.:racianalesi mientras clue los atros-tienem

raices:cuadradas irracionales, Trata de probar que por

ejemplo, es irracional:

Coniunta de problemas 11-2

Como todos los enteros son ntimeros racionales la afirmación

de.que NP,F no es'un entero esti, en efecto, incluida en el

11-2. Tt.ata de mostrar'directamente.que ff 11.0 es

*un,entero.

,2. En el 9apit4o aPrendlste qUe enti.e dos,puntas cualesquiera

de la recta num4ricp_hay un nlimero inflpito de puntos'parcados

con n1.5meros racionales. 4Crees que hay entre.,dos puntos males-
r .

.quiera en la mitad positiva de lar ta numirica un ntimero in-
.

finito de puntos cuyas coordenadas no solamente son raciónales,

sinp que también son cuadrados exa toS? Entre los ntimeroS
1 1

racionales -5,-E, y halla dos_numeros racionales-que sean
,

cUadrados exactas.
1

.

Demuestra que TAIT es irracional. (Sugerencia: Suponte que

es racional yIlega a una contraditclein.1 -1-7

Demuestra que N/F4- 3 es vracional.



5. Demuestra que es irracional. (Sugerencia: Ehplea el

awl° razonamiento que en la demostraci6n de que ,r27 'es

'ireacional. Azedes utiIizar la4ropie4aa de que .si p es

un entero y 5 divide a p21 entonces 5 divide a b. )

SimplificaciOn de radicales
.

.

. , Observemos que s6lo puede haber -un ntimero positivo a 111e,
,..

,

sea Una ralz piladrada 'de n. .Porque si hubiera otro nximero posi-

tiVol bj diAinto,de* a, entonCes 6 a '- b.. 0 b < a. (6Por qud?)

Eh estos aos, casos, respectivamentel tendrlamos ,que 6: .a2 rc b2, '6
2,

a . AsS los auadtado,s de ,a, y.' b rib pOdrlan Ser ambos

les a n.'igua
.

.

; Consideremos ahora el producto de dos ralpes, ,cuadradas -diga-

MiOs WF y' NeT. LPodriatios- transformar este p;iodutO en una forma

m0 sencilla? Examinando la expresi6n .(4-2",. ../1) ,i podemos 1legar

a7una conc1usián aoerca, de 415. - 45., Tenemos que (A/E- . 45)2 ....:.-1..
. ...

'WE)
(,5)2

= 2 3 = 6. Asi', pues, NT VT deb.e: ser una rali

cuadrada de '6. Como ac-abbmoa de aprender que, hay soilp.c,, tin ntimeroil:.

.1111bsi1ivo que .sea .una raSZ cuadrada de 6; debe ser qerto clue

Nrg. 24-5 Z. .

#

Al igUal que- en este ejemplo, podemos' demostrar el siguiente

'teotema:

Teorema 11-3. 4-ar Nig = 4-05 are dos numeros

reales cualesquiera a b.

. Demo s traci6n. Como ;16.) 2 = (.4)2 (Nig)

ab
-se deduceque la ra/z cuadrada de ab ps

Conjunto de problemas 11-3a

WE.

$1mplifica. Eh los problemas qie contengan variables, indica que

restricciOnes deben imponerse a los dominios de '4as wariablds.

1. *, (a) 151/-6- (b) WIT (c), ITT

2 (a) vi-vi-ivir (b) 47-51/17-2-- T-341.2
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3 (a)Ari-V7 0;) -15.7 .1/7

4 4* '(a)liVF
(o). Y

-
5. 1,Es-cierto que pare todo ntimero real a, (svra)

2 wSerá

eso alert° pare todo .niimePo no negapivo 'a?
,

6 Si n ee un entero potitivo y a$ b son nlimeros reales posi-

tivos, demuestra que

5.

Multiplica (en'loo casps en.que sea necesario, explica, las

restricciones en los dominios del:as variables

,?.(a) C(S +Vri)

(b) War-fr 1)

(a) (i.:+ 1)2

ori+-Rtv-2- 4-3-)
(e) (V7+45)2 I.

,(t) _(21-2-+ 1)(3q., I)

Podemos utilizar la'propiedad de aas.ralces cuadradas dada 'en

el teoroma para transformar ralz cuadrada dn el producto

. de dos raices auadradas. Utilizahdb nuestro conoarniento -aterca.s
10 la descomposici6h en factores priMbs, podemos tambi6n, por

ejemplo, 'esaribir

NiRr.,b2 .

vemos que% 4-§75 .=.117, VIZ (LPor qu6?)

= 7 '

Ciertamente, 7 42E.t es una forma mds simple q..t.le V9B- ,porque no' con-

tiene dentro del radical ninen factor que sea un cuadrado exacto.

Recuerda que decimos ,que une. frase4rs "simple" cuando no contiene

operaciones indicadas que se pueden efectuar. Asi, ,se puede efectuar

la operacian indicada mientras que NTS tiene que dejarse

como una operaci6n indicada.

+0.

A

Ejemplo 1. Simplifica

Las descomposici6n en faatores primos de 108 es 22

Por lo tanto



.#

SimplITica

Como' 48 .

. ObservAi. cémo tratamos es to s dos ejelliplos.. 'AA simplificar
raices cuadradas, arreglamtos los, factores con el, fin de asrupar

, sus potencias.pares mayores. (4Por qUe.las paresy) Esto nos:7;
asegura ..que, la nueva fOrma ,de 1,1 expresion seri 'simple, ya que
no dejatos 'A.ndicada la raliz cuadrada .de ningtin cuadrado exaqt
Describe ek prozedimiento correspondiente papa ralces' blibicab

emplo 2, ,51mplifi.ca NA.8X2.
,

nuevo, descomPonemos en facto es t. 18x2
Por lo tanto;

3.1.7T-2c2

3g-157..

Antes da simplificar V70.recordOmos que nunca.es;:'
negativo.. De modo que si ic ea positivo o cero, entonces

x unnlimero posittvo si es negativo, entonces

12-j2. un nlimerO POsitivo.
. /1TComo resultado, vemos que txl.

Por tanto -118x2 = 3 Ix

N
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IT°

Conjunto de problemas 11:31)

Znaospro.blema.s- ,-, -simplifies:
0

(a)V13 *iby 15" (0)

la) 437* (b) (0) VIT.
3. ( ) 4.71MT (b) (e) 51/5-7

(a) Ar1"6.07; (b)Wligi
(a). c6V,g)(344) (b)ir-
(a) /9 16. (b)19.16s

?IT (d)

(d)

-61

(d))417.

(2\0)
(

Para4b0a lino de los sigui,enenunciados,, -halla el valor

positive de x citie lo hags. cierto. L(146 enunciados son

ciertos tambi4npara4aiglin valor negativo'cle. xl
#

.(a) x2- = 56 162 (C) x3 = 56
;

334 las problemas 9 15, Iiimplifica. *Indicavel dominio ae las

: Itariab1es en cada uno de loti problemas eh los auales eldominio

'sea limitado.

,

9. (a) Itz2 (b)1J211x3,

10. (a) .432J (b) i 32101 (0) 1 32a4

.11. (a), 11M7C . 0) fek 625x2 (a)

12. .(anitx4'.+ x2 (b)V(x4)(x2) (0)

13. (a) (45i)(511i) (b) (34;23)005 (0) V6.06,i4566E;

(-0))/21x5-

,

7-3A.- (a) 1/3T- (

(a) 47a2

(a.) .1fIr *(d) 47.6

b)
P-7b

(c)-17-2704

s.

C.



,

Determina el conjunto de.valides de cada um, ile los Aguientes.

enunciados:
s

nc =032 (1)
1

3
2_ .

y simp4tica:

(a) 3 A/E(2 A,rn - 42')

(b) (l-2)2ff 4.

Simplificacián de fr:wciones con radieaies

Hems visto lo clue gppuede hacer con enteros y con algunas

potencias de 46 varloplesdentro del sign() radical y tambi4n

cuil es el prdp6s1to de simplificar t'ales expresiones. 4,06

-haremos si hay una, fraccitin dentro del radical?
, AK .4

Considqremos 'Comf5.anteso descomponemoirloa ntimeros en

factor4s pa a obtener"

A

Entonces.

a.

gl siguiepte teoremasnos da un resultado til para la simpli-

ficag* de radicales:

Teorema 11-4. Si a > 0 y b entonces

Ejemplo.

+

4.



4Para qud v4lores de, .6c' es 4ste un naero real?

Conjunto de problemai 114a

Simpliaca cada.uno de los sigulentes radicaies eindiga.41

de la Variable enlios,casos en que esté restringido:

1. (a)

2. ( (b)

(b)Ali (C) 4'4
(b)

3.8

3a2

v2 *43-x '173.c

Demuestra el teorema 11-4.

COnsideraremos ahora el caso de radlcales que contienen frac7

'clones cuyos denominadores no son cuadrados exactos.

pondremos hacer, por ejemplo con 9 Sabemos que
5'

(1,Por qué?)

'ffiv=

/Alud nos.pro-

En esta. forma
P

contiene dos rafces cuadradas de enteros, lo
. 5*

que ciertameni'e no es tali Sencillo camo sl tuviers6lo-una. LC6Mo-

pOdrfamos transformar Zg de manera que soiko hublera un radical

(con up.entero dentro del signa,,radical) en: tocla la,expresiOn?

Podemos escoger enti.e dos, alternatiyas: Debèvos, de siguna manera,

a

5"
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deshadernos de W5 6 de Z.., 06mo,podriamos deshacernos de 45,

por ejemplo? Sitmuliiplicirdmos toda la expresidn por : e

es otra manera de escribir .1, entonces tendriamos en el numera--

dor 475t 45; pipe es simplemente ,3; y asf e elfminerfa e14
rldical. En el denominador4tendriamos 45* 41, es decir 413,
que no'se puede.siMblificar miss ya quo 15 no contiene factores
quo seen cuadrados exactos.

1.

(Justifica cada paso.):

Dijimos, sin embargo, que'hay otra alternative, lbdrfamos

En este easa,deshacernos de 45 en Itez da
,

(Justifica cada peso.)

LCuál de las dos expresiones finales preferir/amos? 9aaa una
'de ellas gontiene un solo radical, 4:5. Si tuvi4r8mos una aproxi
meal& decimal de 4175;tal como '3.873, 06mo podrfas hailer una
aproximacion numdriga de 9 La,wepresi6n te conduciria

'al problema de calcular

,*873 C 61 es mite facia.?.

5'

4175
y la expresidn a caicular

5

Es por esta razán por lo'que a menudo se prefiere la expre-
,. .

sidn que .0.ene el denominador racional a la que tiene eI flume-41.rador racional. Como es naturali-el procedimiento que conduce
a.un denomlnador racfonal se llama nracionAlizar el denominador".'. ,!-

Erjemplo 1. Racionaliza el denominador de los sigNietes
radicales:

(a) lA (b) )P27 X 4 0.

1r la:
(a)11-11-.2 2-15- =-215. Vi

(b) 13 la 1/7
2x =1/21x1 I'Vr62171T22'llt .kptl x

5S-
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Ejemplo 2. Raeionaliza el numerador de

a

, +

,

(aor qu6 es neoesario, en el problema originals restringir los
. ..

yalores de x a ndmeros no negativos?* aor qué debeios restringir
,

x en la forma raeionalizada a valores positivos?)'
. 4 vi

..

,A Conjunto de problemas 11-4b.

En eada uno 4e los siguientes ejercielos, raeionaliza el denomi:na-
.

dor. 'indica 61 dominio de la variable en,aquelios easos en que

esti restringido.

1. (a)
1/1-

(b)W. ( ) (d),

(b) (0) 3

(b) (e) (d).

OW d-gi:

(1*))

6. (44 .(b)*# (a) 4.54f

7. (a)
1/6

1h- 4Arii -th + 16
(b) "

V 25-

12

8. Raeionaliza el numerador enkcacla'uno de los siguientes

oios:

(a) (b) 1 +

9. Simplifiea:

(b)- (41)-r +

(e) 3, 47t
14 "%/9

+NJ/

ls
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Visto I0 que se puede hader'para simplificar'prqauctoS y
cocipntes de radicales, donsideremos ahora sumas.y diferencias

de.radlcales. Tomamos siempré,*Como gula el convenio d94.que una

fraseno esti *en forma simple si .contie,ne operaciones indicadas

efectuarse. Considera APE:i-A/5. Ciertamente, NT
pstgn cada una en formaimple y no podemos efectUar la

.operaci6n indicada ,de sumg"VE y.j5. *Por lo tanto + 45
es unas frase. simple.

Poi otra parte, consideiia 115 - 3 ,41M yediante

cedtmiento ya conocido, obtenemos:
4

4 ..15 ."4 r = it Nr5 - 6 ..J = (4 6) 45 = -2
4

Lavdltima igtIldad es una-consecuencia inmetiata de la prqpiedad
distrlbuiva. Por lo tanto,*en este caso pudimos simplificar "

itt

considerablpmente:la'frase.

LEn qué difieren estos dos ejemialw? La suma dedosyalces
duadradas,diferentes, ningune24e las cualea contiene un factor'

quesea Un cuadrado exacta, estgAuna forma Por otra

,parte, siuna p mgs,de las raioes cue;dradas en la'suma contiene

un factor que'ses n duadrado exact()) hay la posibilidadde irn-

plificar ),a frase mediante el'uso -de la propiedad ddstributiva.

Conjunto de problemas 11-4c

a

1. (a)s (b) (c) 21-1"2-A-

2. (a) 8-4- -VET (WA +114: (c) 41,r6-5

3. , (a) 17.1. (t) Argi3 - ,..21:5-+
1,24

4. (a) _ir--67+ .(b) m6 46. (c),11-- + 1250
e

a .4 b sean-ndmerps positivos, simplifica

expresiopest

(a) V-g-a. a-(371.-K,21,h7 (c) Vab

5. Suponiendo-que

las siguientes



Oars. clue' V.alord de son ciertos*

(a) x2 = 5 (b). Vrc =A5

ientes enunciados?

11-5. Raicep cuadradas

Has aprendido a reoonocer inmediatamente las races cuadraclas

de 16,. 36, 49., 64, .81, 1000 121, y- 144.- TaVvezNpuedas

recon9cer'hastaAap raices ,cuadradas. de 225, 400, .625 90(:),,etc..1

debido-a qUelas riaices'euadradaa,de satos ndmeros.son racionales.

Pbr btra parte0.:tcuál ps la raiz Cuadrada d4- 39, -414 de .0621?

Estas son preguqas'completAmente-distintas, porque- 45.-Y 1,0621

son ndterós irracionalea.

Puedes localizar en la recta num6ri:ca el ndmero simple-

smente localizando efndmero V Pero, ,c6mo puedes'loCalizar el

'mem irrational. ...15?"En realidad, Aug significa "ha11ar").

"localizar", o "evaluarn'un niimeroArracTi)nal tal couto V3"? Tmor

evaluar entendemos el Procedimiento de hallar dos ndmeros

macionales entre los males estd 45. Cada uno de estos ndmeros

racionaleLset1lama una aproximacidn A J. Cuanto mu cerca estén,

uno del otro, estos dos nlimerps racionales, meJor seri la aproxi-

maci64
ABA( evaluamos un ndmero irracional en el sentido de hallar

4 ndmeros racionales qu* estgn cerca del ndmero irracional.

Como 12 =a,. -(J5)2 . y 22 4 y.comO 1 -4 3 < 4, sabe-
.

mos que
1 < 2.

Estas aproximaciones a Nr5 son .los enteros r1ás iSróxiMoS a este

ndmero. ConsideraMbs ahora.los siguientea cuadrados:

(1.1)2= 1.21, (1.2)2 = 1.44, (1.3)2 = 1.69,

(1;4)2 = 1.96, 6.5)2 = .2.251 .(16)2 2.76,

: 2.89, (1.8)2 = 3.24' (1.9)2 = 3.61.

-Una simple inspeccidn nos muestra

7 -4 AJ3< 1. 8.

4

,

1.1;



Estas "aproximaciones

nuevo, 'al tritar Ios

1. 8 encontramos. que

lo tanto,

-300 -

rrresponden
alas iddieimas pis pr6ximas. -De'

cuadraddOs de las cent4simas entre 47 y -

(1 73)
2
= 2.9929 ey .(1.74)

2
.0286. Por,

1.73 174, ,

wi WM...4 ma r brom..,a Fs*

ast tenemos'Aproximaciones a 47 dh las entésimai rods pro'xi-

mas a .q.1. Escribe los cuadrados delas mllésimas-entre 1.73

halla las aproximaciones a 45 dh las mil4simas mis
práximas. (Sugerencia: Trata 1.732,) Este procedimiento podria
con. tinuarse indefinidamentel,encontrando en oada etapa suceava
dos ntimerou raciphales que Eve acerquen mis y mis uno al otro y
entre los cuales esti ;15. Decimos 4ue cada una de astas avroxi-

maciones sucesivas co iene una cifra:Mis qlve la aproximacidn

;anterior. ,

Ves, crde podem6s colocar a 45 entre :dos ntimeros racionales

arbitrariamente cei-canos.el uno dei Esto puede hacerse con

cualqul.er ndmero irracional aunqUe.él pmceaMiento emple

1.73

1,74

aqu/ 'es muy lento y laborAOso.

Afortunadamente, hay maneras mAS eficaces de .evaluar ralces

cuadradas que el m4todo de tanteos que acabamosNde emplear. Des-
cribamos una de ellas. Empezaremos eligiendo como estimacidn
tosca una primeraipproximaci6n.. Despuds afiTiamos nuestra primera

aproxlmacian mediahte un procedimiii0to.adevado.

Para lograruna estimación tosca del valor de la xslz cuadrada
de un nAlmdic; debemos prithero expi,esar'el nximero.en una forma tipo.. ,

Entendemos por esto''escribir el rnimero como 'el producto de un

,mero a entre 1 y 100 y una potencia ae 10, Por ejemplg,

392 . 39.2 x 10 = 3.92 x 102

3920 = 39.2 x 102 . 3.92 x 10

39200 39.2 x 10 . 3.92 x 104
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Podemos Ver que obtenemos 39.2 x 10 1 multiplUar 3920

)'por ! 10-2 4 102. (2,Qué mitner6 eti 10-2 X

p2o = 3920(16-2 x lo2) = (3920 X 10-2) x ao2 = 39.2 x 102,

Observa podemos escribir dada uno de estos ntimeros como 39..2

por una potencia de diez, o como,..1 3.92 multiplicado

por una vo:tenpia de 10. Anaogamente, podemoa escribir

0.392 .; 39.2 x 16-2 . 3.92 x 101,

0..0392 = 39:. 2 x 10-3 ...3.92 x

0.00392 = 39.2. x 10-4*A. 3.92 x

S.

donde, Tor ejemplo, obtenemos 39.2 x 10 ,a1 niuItiplicar 0.00392

pox- 104 x 10-4
=4

0.00392 =. O. 00392 .(10..- x' 10 ) (O. 00392- x 10 ) .x

-4
39. Z x 10 .

Con arreglo a la forma a x 10k, en .1a que a es un nlimero entre

1 100 y k es un entero, es posible.escribir cualquir 11.15-

mero de dos maneras. Eh una de ellaa, k es un entero par y: an la. .

otra, k es impar. Escribe de dos maneras el ntimvo 29,300. Haz .

lo,mlamo con ',0.000293; con 0 00293; con .2.93.
),

Ahora estamos preparados pare lograr una est1maci6n tosca de .

la ra/z cuadrada 4e un ntimero.

Nuestro método de estimar penderi de que escribamos el 1115-

mero como un producto y de quefutilicemos el teorema N55 ..07

pare dos ntimeros no negativoli cualesquieral a 1, b. Escogeremos

a y b, de'manera tal que lea fd0.1 estimar una raiz cuadracla de

,cada uno de eIlos. En pailicular si escogemos b -como 10k,

siendo k un entero par; podemos hallar NlY euctamente.. Nana

las potenciai'dé 10 ,*que/coMpleten los siguientea enuncidos:

106 103 -1110-2

1/102' ? V10-8

-0.00

140 V10 ?
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Si eseribimos muestro mimero en la forma'tipo deserita ante-

riormente,.el primer factor seri un nilmero entre 1 y .100. Por''
4eemplO, 354000 . 35.4 x 10 . As/0

,

= V35. 4 04

Para, 5;4 ,y paraialquier niimero enfie 1 100 no es
-diffeil encontrar los enteros Meta prcixiMos a la:ralz euadrada
de dicho.ntiniero. Esto es Posible debido a Ipe,estamos fam;liari-

,

zados eon'iodps los'nx5meros entre .1 y 100 ,que Son evadrados
exactos. Asi, pues,'35:4 .esti:entre 25' y 36;por 16 tanto
435.4 estiintre 5 7 6.- Para cada uno de los-siguiériles

radicale6, halla doa enteros consecutiiós entre 1os cuales estd
el ntimero irracional:

y-TsT. 1/3758

1107 1-117

\GT TOT 475a7

tombinemos ahora las ideas que hemos desarrollado y
c4moslas'para evaluar ,43540.00.

h 44354000 = v33-.9:110

-Ya que
,

5 -t 435: 4 - 6,

entonces,

5 x 102 435.4 4.Wis 6 x 102,

, 500. 4354000-4 600,

Como 435.4 esti más eercb. de 6 que de 5 eseribimos

V354000 600.

En es eleaso'el'simbolp " ft " significa "es'aproximadamente

igua1.e.". LCeimo podr/e:S comprobar que 600 es aproximadamente
igupl a V354000? LEsti 602

2
testante cerca de 35400?

Ejemplo.l. Calcula aproximaciamente 4.00537.

4

s 1%.
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Ya que

.eritonces,

-303-
*:

4.b0537

-c 4577.7 < 8,

x 10-2 : 4-55:7-40-4 -c 8 x 10'2

.07 `4 4600537 ..08.

.0omo 453.7 esti más cerca de .7 ) que de
4.00537 . 07:

Ejseraplo 2. Calcula aproximadamente 434-6.

ft 2 )410

451Z 20

escribimps

yar

COnjiinto de problemas 11-5a
A

una primera aproximacián para cada uno, de los siguientes
radicales: \ 7.

1. (a) 157 (b) lrg7-' .(c))fif (d) lpilF (e) )7
2 (a)11556- (b) VT-T9 . (01-imo079 (d).11W

3. (a) Irem -(b)184600 1/84.6(c)*o846 (d)

4. (a)112280000000
.

(b)1.000000053

V

5. (419 x 10-34 (14))77 x 1016

El práximo, paso *es derivar, de la primera aproximaci6n tbsca,
una inejor aproximaci6n. Para ballarla basba coi '? trabajar* a base
solamente del primer° de 16s dos .faetores Obtenidos en nuestro.

Caor (rue?)
Volvamos al ejemplo 1 anterior en el cual estimaMos que

es entero mis pr6ximo a, 45577.

Sor7



Consi.der.a. el producto 'pq = 53.7. i p = q, ,entondis
(y stambien ,q) es 453.7. Si p es mayor que 453.7, entonces
a fin de que pq sea tddavia sigual a 53.. 7, q debe ser menor.-
que' 453.7*., Vemos, pues, que 453.7 esti- enire' 'p x q.
Andlogamente, si p es my pequetio, q es muy grande, 7 ila raiz
cuadrada todavia esti entre p L q.

En nuestro .caso, sea p= 7. entoncei 5"
7

que es aproxi-
. .

madamente 7.68, es el valor de q paret el cual pq = 53.7.

C9nforme a nu'estro p1anteamiento anterior,. 473-.7 esti entre ,7
7. 68. ToMamos como siguiente aproximaci6n un niimero que sea

término Medio entre" ellos. Par lo tanto, hallamos la.media
+aritmétic& de p q, o sh.

7 + 68 14.68.En este caso - 7.34:'2
Se puede mosirar que este nuevo milnero, 7.34, 'esti mucho m4p

.

cerca de 43-5.7 clue nuestra primera aproximaci6n, 7, y quees
ivaycr que 453.7. :MI, 7 < 453.7 < 7.34. in realidad, 7.32 <

/453:7 < s734. Compru?ba esto eievando al cuadrado -7.32 y 7.34.
S. necesitamos 'Una aproxima Et* mejor, p9deMos usar esta

segunda, 7.34, como p, calbulbar q= '54^4:1, y hallar 1.ei media

aritmdtica de estos nuevos' Valores de p- 4. Para simplificar

los calcialos-; reclondeemos 7.34 a 7.3.

P = -7.3
53.7q - 7.3 ft 7.'56

7.3 ; 7.3,6

*S1 pci = 5 .7 X P 953.7, entonces
pq 453.7 ci;

53.7 %. 45377 q;

453. 7 q.

a.
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De eh/ que,

A

-305-

7.328..

45377 Ps 7. 328

00537 sv. 7:328,-x 10

.:/.00537 .0 .0732e.

En real4dad, -.07328 < :./.b0537 .4 .07329. Quizis te gustaria ver
:cerca que cae esta aprox rkizci6n; para ellc? cuadrarias .07328.y

. 07329.

Ejemplo 1. Ealla una -segunda aproximadj* de NM.

= W7.

47E5

7 2.77

2.77 x 10

3 x 10

aproximi divide . ptomedia

7.6
q

3. 2.54 - .77

47E5 st, 27:1?r y 27.6 1 ..1765 27 . .

Ejemplo 2. liana una 'tercera' aproximaciiin de W. 2138.,
4 . 2138 = 421.38 x-110-2

x 10 -1

+ 4. 28 .9*i 28 4.64

:4.6 4.648 9.248
2e

= 4.624

aproxima divide. promedie
/

P
21.38q = P

, * 4.28 4.64
.

4.6 . . 4.648 -4,624:
tt,,
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7 ,
..

., -...

,..

4.2118 ft 4.624X,10-1, . _
,

4 4 . . . a'

. 4,./.1361 ft .424 y .4623 < 4.2138%.< .4644
.

44 ..

%.11e.sumen: Para efectuar un c'ilculo aproximado de...,N, esoribe'.
..

.!.*
. Trimero diCh* exPresiOn como el prodUcto de la raiz cuadrada de.-

. , ..

ian'n a entre '1-4 100 '.y- una potenpla liar:de 10,;'

7-.,
. _ :%1 4 . ,

.....,.. . ....

..

.

4. -- I4 . . , Sii --- Nri. AO2n -

, . *

Segundo, 'detqrminàbn'entero positiVo p- menbr que, 10 'qUe zl.

.
.

. '-..sea la primeratproximaci6n de ,x..5. Para encontrar la segUndk:

..aproxMalación divid4. a- por p para hallar q, (q,-.. PL), y deter- :

. P ,
minh-ia tedia arttm4tica 'de la, x2.q. Este prpmedio, 22i4L, essla

* 4. A

*
segunda'aproximecia .para Ni. . , ,

,

, , '

N'

s En:ton et s 4-2-c- ft 13 10n. :- ,
.!

, ,
.

-Eiedtlia la divisi6n .-4-
'

hasta gut.' el coci,ente.tenga tres
, -, A

.....----

cifrasi y recuerda'que la terbera cifra puede no dtr corrects.. .-

-Si 0 desea mayorprecisiO'n..,- redondea la segunda aproximaacSn'

hasta dos:cifraa y repite'pl procedimiento de dividir

y hgllar el,promedib.' ,Generalmente, 1a.'tercera aproximaci6n

asi obtenida tendrA un error de no más de %- en Ia'cliarv

cifra. Con esto queremos decir que la diferencia'entile. y

sU aproxi a.picin,es'menor que, .002. Si,todavia deseas una: aproxi-

macian me or, repetir4s el procedimiento de dividir y hallar el,

prbmedio (Pero; sin redondea.r,e1 divisor).
*

Cada nueva aproximaciOn es mayor que.el valor de la ra z.

cuadrada y cada una-tendrá alrededor del doblede cifras correetaa
4

que la'sproXimaci6n anterio14:
, 0

Ocimo sabemos que esios enunclados son generalmente ciertos?

Losejemplos numdricos anteApres ilustran un resultado que es

posible demoStrar aplicando las propiedades fundamentaleS de lap.

opera nes.,

,

Conjunto de problemas 11-5b

-1. Calcula Vha segunda aproximatiOn para-9adauno de los siguien-.

teS:

)
s s



.

p.

3. k e..upa tabl, de aprOximaqpnes decimales de las ralces cuadra-

das de los ente os del I al ,100,*leemos lo 0.guiente:

(a) ',1796

(b) 475

(c) .40.0884
(d5 4304000

11-5

(e) Vo.00580

(fi 49999900

-Calcula una ter era aproximacicaba.pada uno de- los s*ien-
,

Itep:
, ,

-(d)

(e)

(a) .40.004/0

('b) VQ. 273

4./3.14-16

47026

(c) 45?80 (f )' 4562060
A

. .

Uti1024 esta informaci6n para,calgular un.* apoximacion de:

A,. 8.-485

swk.828

(a) ,,/0. 0072

.(b)

(ej 4:172-

0.03.24

,

(d) Nr0.7578--

A56:,

48:000,000-

Calcu

vala

segundas aproximaciones para los- elementos del conjunto

lidez de cadalina cle las Riguient ecuaciones:,

(b) .2c2 - 5 9 ;

Los emtudiarites lque asisten a la*Escuela Superior Ancoln
A

tienen ra costumbre de atajar atravesando'un solar va.cfo que

hay'cbrca de la-escuela; en-vez de seguir-Aa a4era que va por

esquina. El sqlar es rectangular, de 200 pies por 300-

y el atajo sigue una 411a-recta desde una esqmina del

solar bast& la esquina opuesta. Halla, con.aproximacion.de un

piel la longitud del atajo.

6. Dhaescalers. de catorce pies,de'
.

vertical, 7 su extrerno .inferioro 4
A

base de la pared. Determina la'
*

apoya ep la pared LQué proxim
N

eate

a

1.

largo descansa contra wit pared

se ecuentra a siete pies de la

alAra a la sualja escalera se

acidn cabe psPerar de 'tu cálculo



7. Una pieza de u'ria Maquina ttene la'
forma de un triAngulo rectingulq con
hipotenush de 13.20 cent/metros y

un cateto de 10.14 cent/metros de

largo. Calcula la longitud del otro

cateto hasta una tercera aproxima-*
ci6n.

Problemas de repaso

3.20
cm. I0.14cm.

. Simplifies las sig uientes expresiones e .indica e dominio de
. la Variable .cuandd este' res*ingido_:

--.

, (d))ff.* - ( ):Nrli--,:",ffig°

(11):1(a2t4(ab2c)

(a) Ii1 7-

(b) , 1

1371..

(e), 18x2

,

(q) IX. (f)ATTIVIN (i) Vi('ri*-4)(7)

Simplifica las siguientes expresiones in:dica el dominio de
' la variable cuando esté restringido:

(a) WY .1rfg +111.7(d)
(3a)(2b)

, (b) V4(a + -b)2

5

Simplifica las sigwientes expresiones e indica el domWe de
A.s variable cuando esté i*estringido:



(a). 2167 1 48 2
.1; V a

bf5+-0)

*a

II

'REtsuelve las siguientes:

Ca) Arft 2
.

(ci.) m2 ..< 16. ,, '

:,. (b) )3efiTms .(6) -3 .-krii--.7 .

(e) ,2 . 2. (f ) 21x1 *+42 . 3
-

En cada uno 'de los ejerolaios 6iguientes, ,esarlbe uno de los
sibbolos < , . , > entre las dos frases, de manera que re-
suite un enunciado cierto:

)
250x

(h)

(1) Vka2 + kb

(a)
2 1
3-5-c .para x -5

;)

-(b) x +-VE, 4E, parEr x > 0

(e) (a + b) para a > 0.

.(d) 3 :15

(e) +\671)(47n vri),

+ 5 /.,123., para. x 25

.

ft

'para m > 0 y n>05

2
(g,) N/ 74 4 a

Calcula la segunda aproximaeicin de 1370-.

Calcula la tercera, aproximacii3nt' de V3900.



Escribe cow potencias numerales siinplea, si es posible:

(a) 32.33 (d) 33 + 33 + 33

(b) (e) 34 34 34

(c) '2 23 (f) 32 +.22

Expresa como potenCias de 10 (n es un enterc:) :

(a) 10-2 x 102

1lb) 10 X 10.-

10

(0) 1On x ;02

1.05 x 10-3
. 2

10-

Simpliftca las siguientes expresiones

de las variables toma el valor cero):

2
1

(a)

11. Resuelve:

(.1D)
10x

(c). +1 1.,
Una

(a)

(e) 10-3 x 10-5 x 103

m 2n)3

(sup-oniendo gue Cquna

+
(e)

1 ft-

+ 3
(f) 2

'(d) 1ml

(e) (q + 3)2

=.31m1

q
2
+ 21

x 3
7-7

x 2
x x

expresi6n Adtable que nbs da muchos mimeros primos

n2. n + 41.

'.Si ejs cualquier nlimero del conjunto ( 1,

es

140
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el valor dela expresi6n.es'un ndmero.priN, pero si n e ki,

la expresi6n no da un ndmero primo. EXplica por que nO. Si un

enunciado algebraico es cierto para los primeros .400 valores

de.la variable, LserEi necesariamente alert°. para el valor

siguiente?

13. MI procedimiento que a veces se utiliza para ecpnom4ar tiempo

al calcular la media aritmética'de ndmeros grandes es estimar

;un promedio, prome4;ar las diferencias entre .las cantidades.y

ese promedio y aftadir'ese ndmero a la estimaci6n original.c):

40N Asi, al calcularaa iriedia ari:emética de, digamos.las notas de

tus eximenes, que han sido 78, 80, 76, 73, 85, 70, 'podra-

moe tomar 80 como una eatMmaciicin razonable de la media. De-'

terminamos ahoirina.diferencia entre cada uno de los ndmeros.

y 80.

78 - 80

80 -

76 - 80

72 - 80

.

.

.

85N- 86 = 5

70 - 80 . -10

90 - 80 . 10

La suma de todas las diferencias

es '-9. .La media aiitmeti8a-de

éstai es -51. Sumando este re-
7

sultado s 80, obtenemos'

como el prpmedio reqtlerido.-

Oodrfas explidar por que fun:

ciona este procedimiento?

En cierta universidad se public6 la siguiente Usta.de los

pesos de los futbolistas: 195, 205, 212, 201, 10, 232, 189.0 1780

1960 204, 182.1 Determita el peso mediodel equipo mediante.,e1

procedimiento anterior.

14. A un Imtdn que pesa lc gramos lo alimentaron con una dieta .

nutritiva y aumento 25% de su peso. Luego se le puso a.una".

dieta pobre y perdió el 25% de su Reso. Halla la diferencia\

entre el ndmero Ae gramos que pesaba al comienzoliy al final

deI experimento.

Un 'hombre necesitaba 7 garones de pintura pira pintar su casa.

y compv4_t'res veces mis pintura gris a $6 el galcin que pin-

tura 1;1anca a 47 el galán. Si.laocuenta por lalointura fue

Menor de $50, halla cu4ntos gaIones de pintura compi6 de cada

.3
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color. (Suponte que'la pintura se vende en recipientes no
menores &e un ouartillo.)

.16. temuestra: Si a'>. 01 b > 0 > b, entonoes
Sugerencia: Utilizasla propieciad de comparaci6n

en una demostrao16n indireota.,

9

4t

1



41.

I.

Capftulo 12

P °RIOS x EXP SIONES RACIONALES

12-1. Polinomios factorizacidn

En el capftulo 10 vimos que'es muy ventajoso el poder expresar

tin numerak.en forma factorial. Consideremos, por ejemplo, el

Ddmero 288. El nombre.corriente de este ndmero es en realidad una

abreviatura de "2(100) + 8(10) + 811. Gran parte de la aritmdtiea

referente al nAmero se tlasa sobre esta forma. Tambign tenemos la

forma factOrial 1125.3211 . Nufi forma utilizarfas si macesitas

averiguar si 288 es o DO un cuadrado perfecto? LY si quisieras

obtener la expresidn as sencilla de,Viiia En el Algebrii, la

forma fdctorial de un enpero positivo es con frecuebcia la as

convenients..
0

Puesto que la descomOosicidn factorial de los enteros en Lac,-

tor& prtmos ba resultado ser tan 5til, es natural tratar de aye-

riguar si podemos anSlogamente presentar las expresiones alge-
.

braicas en "forma.factorial", esto es, como productos indicados

0
.de frases mSs simples. Ya bas hecho problemas de esta clase.

)flQuA propiedades de 16s ndmeros reales nos permiten escribir, para

cualquier ndmero real x,

3x2 + x m x(3x + I)?
.

. 4r
Tambi$n podrfamos escribir 3x

2 + x en la forma faqtorial

\ ; 2 _i_

............

-4 32 I, x = (x2+ 1).:4r---L-21-

Y
e + 1

4Por TA no es egta dltima forma tan interesante como-la primera?

2

Una razern es que-el factor es mAs complicado que la
x2 + 1

expresidn dada: incluye una divisidn, mientras que "3x2 + x"

Vit
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sdlo contiene sumas y prodActos. Recordemos nueitro estudio de

los enteros positivos; era dtil factoriza; enteros positivos

sobre.los enteros positivos, pero no sObre los racionales o los

reales.

Oug tipo de expresidn corresponderfa ahora a un.entero posi-

tiva- Con otras palabras, 4para qu tipos de expresiones serf

interesante el problema de factorizacidn? Ciertamente fras9s

como 3x2 + x, x,

frases tales coma

deben ser aceptadas mientras. qu$

serfan excl.uidas.

Rxaminemos mgs detenidamente la forma cle la frase
ir

3x2. + x.

,Contiene el- entero 3, la variable x, y operaciones indicadas

Ale suma y mE.tiplicacidn. For otro lado, la frase

3x2 + x
2

contiene los enteros 3 yl 1, la variable x, y operaciones in-
.

dicadas de suma, multiplicacidn y divisidt. Como vemos, la dife-

rencia esencial entredichas frases etque la segunda contiene

la divisidn en tanto que la primera no.

Nos vemos asf orientados hacia una definicidn general de

frases como "3x2 + x".

( Uni liase formada con enteros y variables y

sin'm4s operaciones indicadas que la alima:

resta, multiplicacidn y la toma de opuestos,

se llama polinomio sobre los enteros.

Si_la frase contivie sdlo una variable, digamos x, tenemos

un polinomio en' x. Asf, "3x2 + x" 43x + 1" "x" son poli-

nomios en x sobre los enteros.

76
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MAs ade ante extInderemos nuestio-eiiaio 1c1u:i1 -TIRTI3Ead=r-----

sobre los nilmeroi reales, pero por shore "polinomie significarg
I

"polinomio sobre los enterOs".

,En

,Coniunto de ,problemas 12-la

os probletnas 1 7 2, lcugles son polinomios sObre

1. (a) 3t + 1

(b) t
1(c..) '112b

(d)

2* (s 5)(t

(b)' 4( 4)

(c) 2(x - 1) + x(x

( ) (3x r. +. 7)3 (h)

- 2)(x 3)

3

rq

lxi + 1

xN+ 1
5777
x y

2
2x 1

a-

3s(u + v)
s

Is
enterOsT

En los problemas 3 y 4, simplifies efectuandp las multiplies-

eions indicadas y reduciendo tgrminos.

un polinomio sobre los enteros?

.3.

lEs siempre el resultado

(a) 2x(x - 2) (e) (11
1 3.
.1)(u -

(b) xy(x - 2y) (f) (x + 2)(x + 2)

.(c) (t 1P)(t + 3) '1(g). 8)(6t + 11)

(14) ..(-3xY)3x21r)z 213!-,- I) t.Y(Y 1)

1.



(b) (a + %/75)(a

(c) '311(.1 + v)

(d) +4).7 Uv

(e)' 2(5 + 1)' -.6at

(t)

4Son siemp4 polinomiossobre'Ios e teros las sumas y pro-
%

. .

ductos indicados,de polinomi s sobr4los enteros?

godtta un cociente indicado e dos polinomios ser en ail*
.%,

caso un polinomio? iPodrta en'algdn caso tar.Cociente ser
)

simplificadojede m9da que iea unfpolinamio? Da un ejemplo

Volvams al problema'detla factorizacidp de expresiones que

snoS\coindujo en primer lugar a-considerar polinomios: De igual

modoque el problema de la 'factorizacidn de ndmeros era as inte-.

resah e cuando se limitaba a enteros positivos, ast en el c#so de

las expKesiones, el problems de descomponer en factores results

interesante cuando se restringe a 19s polinolioi.'

Recordemos la expresidn 432i4.+ que consideramos al prin- .

cipio de esta seccidn. Es un polinomio sobre los enterot y vimos

que la proptedad distributiva podrta utilizarse pars escribirlo

5tn la orms factorial

Puesto que

3x2 + x = x(3x 1)'

"x" y "3x + 1" on tambign polinom4.o5 sobre los

decimos que hems factorizad9 un-polinomio sabre los en-
,

--7-terds.

Esto sugiere una explicacidn de nuestra oposicidn a àceptar

'la descomposisidn



-317-

.1 2 x -r
2 10x2+ x

x2 + 1

Queremos que los factores de "3x24 x" is4n frases de la

.clase'que "3X2 +X", es decir,,polinomios.,M14 pues
f

el problema de factorizacidn consists en

expresar-un.poligbmio dado.como un producto
*

indipado.de polinomiost
'\

. .

Lo MIMIC) que en.el caso de los enteros positivos tambiSn

a'quf deseamOs flew a cabi) el proceso de factorizacidn de poli--

nomios tan lejos como sea posible, eidecir, hasta que los fee-
_

-.tores finalmente Obtenidos no puedan ya ser descompuestos et poli-

ncimioS'"as,simpl4".

La factOriza484 puede considerarse como el proceso inverso,
*

de lo que hemos llamado Por ejemplo dado el

polinomio

x*(3x 4 5y) (2y x),

lo "pimplificamos" efectuando las multiplicaciones indicadas y

reduciendo tgrminos semejantes; atenidndose.ast el pollnomio

3 2 2 1
-3x + y + 10xy

Por otra parte, para factorizar el polinoao

-3i3 + x
2y

+ lOxy, ,
. 2

debemos, en cierto modo invertir los pasos 4ieguidos en la simpIt-

ficacian basta obtener

x(3x + 5y)(2y x).

Examinando cuidadosamenfe el proceso de simplificar productos

indicados, iograremos'en este capttulo obtener tgcnicas pare

tratar los problemas de este tipo.

Observa.que el polinomio-obtenido mediante la simplifiCaci4n

anterior es una suma de tgrminos, cada uno de los cuales es lam-

Tbign un polinomio. Un polfnomi4 en el que figuian a lo as pro-

ductos indicadqs y el tomer opuestos se llama unmdhomio. Por-
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2.ccusiguiente, cada uno de los arminos -3x43, x2y, lOxy2 es un

monomio, y hemos.escrito el polinomio dado como una suma de mono-

mios. Todo polinomio puede escribirse de esta manera como una

suma de'mbnomios.

cuando un polinomio en una variablq se escrib como una suma

de monomios, deciMos que su Axado is el mayor exponente cfe las

potenciis de_la variab1 4 en los monanios. Ask>pcir ejemplo,

3x
2
-2x + 4

;es un polinomio.de grado dos. .Tambi4n.deOmoi que "3" is el

coeficiente de x2 "-r.es el coeficiente de x, y "4" es el
tArmino constante. Un polinomio de grado dos se llama polinomio

cuadrgtico,

Al factoiizar polinomios.en una variable, nuestro objetivo

es obtener factores potindmicos del menor'grad6 posible.

Conjunto de problemas 12-lb

En los problemas 1, 2 y 3,, indica cugles son-ejemplos de facto-.

rizacidn de polinamios sobre lo enteros:
1. (a) ax + 2ay a(x + 2y)

z2 - 4 (x + 2)( - 2).

s2 - 3 = (s +./"J)(s Ncii)

3t s5 3(t

a
2
- 2a + 1 .

9y2 - 4 . (3y + 2)(3y - 2)

(a - 1)2

2. (a) u 9 = (N6-71 + - 3)

(b)
82 (t2 ilr3 32

'' 2
t. .+ 1

(c) 3x1y2 2x2y3 . (3x - 2y)x2y2

(d) a(a + d) b(c + d) = (a b)(c + d)

(e),t2 - 1 . (ItI + 1)(Iti - 1)

(f) x2 + -5x + 6 . + 2)(x + 3)

8



+:4.)4= (y2 + .1)13x -! 2;)
2

(b) .42 -14 t.71=-*, 6', 4)

.1.6t = i(38 +.) 2t(53 + 3)

(d) ac 4- 4d jac r bd a(c.+ d) bi(c + d)

(e) a2x2 + ax + 1 ati) + (1
)4-.

4. Yeriftcalssi las factorizaciones'en loS problemas 1 27.y :3.

ssox. correctas:, efeCtusado en cada -casp las multiplicaciones

indicadas a la. derecha.

tCufiles de'Ios poUnomios siguientps estgri en forma facto-

(a) (K 3)(k 2)

.(b) (x 7 3) + (x -

.(c ) (x 3) x. - 2

(d) (x - 3)(x - (x 1)
,

(e) (x + y + z)(x - y
.

- z)

(0 3z(z +.1) no 2z

,gla los problemas 6, 7- y 8 utiliza la propiedad distributiva,

sl es posible, para factorizar tan comaletamente como puedas, los

joolinomios siguintes:

6. (a). a2.4- 2ab

(b)

(c)

(a) e + z

(bi 15a2'- 39b

(c). x2 it- x

3t

ab st"

(d) 3x(xz yz

(e) , ay

(t 'I2c1 + 30

(.# 2a
2 + 3a

a I

, .(e) Voty- - 150

(r) 3xy + y(x -.3)

a



a). 2(1 + ) 6zw

(b) a3b3 a2b4 a
()4 3ab + 4bc 4ag

(d) abx - aby
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(1) (6r2s)x (61.2 )y

(f) + v2)x - (u + v

(.0 )c(itx - if) IrOx -
(h) 36a2b2c2

zeugl es e grado -de cads uno de los siguienir polinomios?

(a) 3x. +'2, 5 - xi (3x + 2)(5 -

(b) 42 - 4, 2x + 1, ( 2 - x + 1)

(c) 2x3 5x2 :x 1 x2, ,x2(2x3 5x2 + x)

AO 1 7x5 - 6x + 2, 1.(7x5 - 6x + 2)

o'(e) ,x2 _ 3i - 7, (x'. 3x - 7)2 t
.(f) Oug puedes dear acerca del grado,del.producto de,dos

xpo1inomios, si conoces los grados de fistos?
1

12-2 factorizacidn mediante la _pioliedad d

En muchas de las.aplicaciones de 1.1. prop aad distributivIt
,

0

que hemos vrsto en capftulos anteriores, t

s ributiva

nsformgbamos produc-

tos indicados en smmas indicadas y sumas dicadas en productos

indicados. La dltima transformacian es rgalmente una factori-
zacidn y nos proporciona una impirante ticnica paQ%descomponer1

en factores ciertos polinomios. Ya vimog en la secci6n anterior-

algunos: ejempjeos sencillos. Mora consideraremos ejemplos mgs
complicados.

Ejemplo 1. 4t2 6t4. Este lien polinomio en t.
Empleando la propiedaddistribuiva, podemos qscribir

4t
2
- 6t

4
= 2t

2
(2 - 3t

2
).

*EAemplo 2. 6a3b2 3a2b3. Este es'un pOlinomio en os va-
4rU .2bles, a b. La propiedad distributAra nos permite
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-

seactibirlo, de yaxias laaneras, algithas
3-'2 -2 3,3(2# b ajx,

ab(6a, b .3ab
2, 4;

(2,ab

3a42(2a ): . . .

eAin ca4 c hem(); ,f,A%toria4 o,p1 pplioa4.1p1 polinomios.,,, 1.,

2q4e-f a mgs simple? 'En las formas (i), (ii),x:(iii.).
-, ti itodavfa se-puede utilizar la,propiedad dittributiva,para ..,. . ,
,

v escomponer a,iin p.p.,* En el caso (p) la factorizacik es

de lists cualess son,
414

,

completa. .,
Ejeltiplp 3: 5(z -,-2) + ( 2z) F.,,Rt es un polinomio en

pna variable a sobre los enteras.' Primerd-eicribiremoa #... .

. 5(z - 2) 4-, (z2 - = 5(z - 2) + z(a 2).
Despas, comparando coilaforma de la' propiedad distribu-.

#,

''tiva tetemos
c act,

,. 5e(- 2) +4 z(z 2 ) '4(5 + - 2).

ObsOrva ctimo -identificamos
.11 b. 4, .

aon 2)-,'consideradb aste

ad diatrtbutiva se' ha7:1',!sallo
2 "z z(z -. 2) y luego
como el producto lictica4o

copasp 1.1i1 solo ndmero: . La pr43.ed
.-Idos'vecea,..primero,paraobteaer,

ea43-bir 5 ( a 2) + z(z - 2)
. .,
(5 + z) (z - 2).

14 ...' Hemos visto machas aplicacionea, de la forma factorial:de
4' k un.entlto. ililogamente enconqaremos muchas tambiAn para la

, . .

. . ... ,. ). .
. .. ,

forma jactorial'zde an polinomio.
, . -...

- Ejetplo.4. 'Respelve' 5(z. - .414 + (z2 -- 2z? %= O. ... . ,

lib El, reauleado del ejemplo 3 .nos dice lue, parA co.a1quier
mr..-.
...nrimero real z, . . .

ft

ft

41`.
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Por tanto, una ecuacitn equivalente es

(5 + z)(z - 2) = 0.

El conjunto de validez de esta ecti-aciAn \es { -5, 21.
qua?) 01:Terve c6mc( la fadtdrizaci&-nosiyua6 a resol?

ver la ecuacidn. AgA

S.
4

Gonjunto de problemas.12-2a

Factoisiza cada una delas; siguientes expresion:es has a donde te

sea posible, utilizfando la propiedad distributive. 6 casos

ilustran la factorizaciAn de polinomios sobreltts enter

' 1. 3x(2xz 7 yz)

2. '6s2t 3stu

* 3. 144x2 - 2.16s + 180y. igud has aprendido ya acert los

enteros que te permitallar, el mayor 4ctor tIn en- este

r:

eiemplo?

6 2 uv *:.1-'3V2

-x3 -1-'2x2yr" + xy2

.26ab + Aa?b - 4ab2

7

a22alb
3 .1T-

8abk4Abc - 5ac

o. a.(x .+ 3(4 -.Y)

(x 4- 3)2 - 2(x + 3)

.12. (IA v)x -1*(u 4v)y
13;.'(a b)a + (sa b)b

(x y)(u.- v) 4 (x +'y)v
(r + (8 -,!r)(a.+ 2)

3.6. 3x(1 5y(x. + yY + (x-+,y)



17. 6a ./-0± 15;1.b.1r7

18.-:31x1 + a

. 19 7y
20. 11(1.1 + v)

214 (a + b + c)x 4- (a **. b

(a'+'b'+ c)(x y ) - (a + b ehr

. *
. $ .

'La propiedad distributiva nos ha permitido descomporibr poll--

nomios tale's
_ .

respectivamente.

Vergs. clue ppderyis

decir, );2' bx,
.9-10$

x2 + b= x(x b)

ax + ab. = sa(x b),
Consideremot''.ahofa el p91ivpmio

4 14bWI

, x2 + *6x + + ab
factoritar 1a. stima cit

y la suma de los dos

los dos pTimeros tgrminos$
diximo#,-4ax 4- ab. Asf

ax ab =4 (x2 bx) + (.ax + alp)

7 x(x +.9 a(x b).

}lambs logrado escribix la Suma dada de cuatro tgr:mtnos como yna

,suma de dot tSrminos que tienenlan factor .comtin, (X *-.b)

cando la' 1:)opi.tedad d stributiva por *texcera-vez, obterAdMos
.>.

113 (r + s) t

)11(x + b) a(x + b) Cx'

4(x + aNx + b).

La fattorizacilln tal C'omo la acabamas de hacer, por Agru-

pea& de tgrminos, dependi de la disposicidp de los tgrminos:
1.
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.
Por ejemplo,..-considaremos la dispos,icidn x2 + ab bx + a.
Esto se puide escribir asf:

x + ab + bX + ax = (x2 + ab) + (b + a)x.
En esta forma sin 'embargo, no flay un factor comdn en los 'dos,

tarminos, y, por tanto, no nos conduce a una factotizacidn del
pollnomio dado. (I,Por qua?)

2.Sjemplo 5. Pactoriza x + 4x + 3x + 12.
x2 + 4x + 3x + 12 = (xi.: 4x) + ( x + 12)

= x(x + + 3(x + 4).
c * bc (a + I)) c

I I\ 1 1x(x 4) +.3(x +, 4) (x + 3)(x + 4
De -modo que,

x2 +,4x + 3x + 12 = (x + 3)(x +
Una vez mrs, obper.va.c6m,9 (x + pe tr a cbmo un.solo
ndmero al Asplicar por dltima vez la proti dad distribUtiva'.
klemylo 6. Pa,,toriza xz + x

xz - 8z + x 8 =,(xz - 8z) 4-* (x
3 (x - 8)z + (x 8).1

.(x,- 8)(i 4 1)-.
''.T4atemos con tra agnipacign Ue 1s thranost.

xz -.8z + x 8. xz + x
= -(xz + x) (.8z + 8)

(z -P 1) - 8(z,4-1)
, " 8)(z + 1). is

Ejemilo 7. P411Niriza 2st + 6 - 3s - 4t,
.2st +.6 - 3s s4t (2'st + 6) -.(3s + 4t)

= 2(st + 3) - (3s,+ 4t)
Esta agrupacidri no no,s 11eya a ng a parte. gbizas otra
'serfa mejor. Observa que 2st y s tienen un factor

.



comdn s, y los tgrminos restantes 6 y -4t tienen el
facpor comdn 2. Por consigui,ente ensayamosn

Zst + 6 - 3s-. 4t 2st 3s - 4t-E 6
s(?t - 3) 2(2t
(s 2)(2t -

De-todo lo dicho haste ahora, lab debemop concluir que tOd3s

.los polinomios de 0.,§ta clase puedan ser factorizados siguiendo
el mStodo de los ejemplos 5, 6, 7. Algunos polinomios, que se

parecen -a los considerados, sencillamente no pueden factorizarse,
independientemente de la tagrupati&i: Por ejemplo trata de .fac-

torizar 2st + 6 - 3s 2t.

Conjunto de problemas 12-2b

Factoriza cada uno de los siguientes polinomios, considerando

polknomios sobre los enteros
.
+ 2a + 3x + 6

ux + vx + uy' + vy '
'2ab +*;i2. + 2b

3rs lg.+ 5r - 5 *.
5. 5x.*, 3xy 7 3y -.3
6. 3a+15b31l5b

17; a2 ab + ac - bc
8.

2t + 3e .4. 12

9. P
2 Pc' trIP mq

O 2411--#' -2413 3ab + 3b2,

15ax +1,2bx 9cx + 6dx
44.4

2a - 2,b ua ub + va

mientras sea

13.. 'xw + yu

posible:

(Trata de
de a dOs,

.1

al
'yv (Fxwata.de

de, a tres

-

formael.tres grupos
t4rminos cada uno y)

fbmai dos grupos
tgrainos cada unti.)
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4ax 2ab 3ac 12cx - 8bx
axy 42y.+7Ax -

40 6 3

16. "x * 4x 4'3 (Observa que 4x .0.3x x.)
17. b2 Observa que b2' a.2 ab ab

12-3. Diferencia de cufidrado

ConsidereMos,para eualquier par, de ntinier.os reales a i, '131
. .

el producto . .. .
,..

014(a 4.., b)(a - (a + b)a - -(a + b)bi
. i li

%

iN = g2 ± ba - ab - 432 110,

.st2 -'b2,
NN

Esto muestra que el produeto de la mama y la, dife 114a de do
ndMeros rea1ep cualesquieta es .la 4ferenc a de sus ada-

.
drados.:

Diemplo. 1.. 110.1a el product6 de .1a suma
4

*

20, yr '2 .
\e0

(20 4-2)(20 - 2)

Ej emplo

2x y 3y.
AP -

414

(20) - (2)2

400 - /4

0.. 3%.

Halla.1 el prodpcto de la
.

a dl,feiancia dd 4

suma y 1a d fetepsia de'

(2x 4 iy)(2x -4 3Y). ( 210 2 (33)1
= .4.x2 9;r24.

4,{

Consideremos'el.problema anterior desde otro punto de vista.
Si nog dan el polinomio a2 - b

0

4 \ ss
I.

entonces .sabemolleque

b)<a b)
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Es decir, una diferencia de cuadrados se puede factorizar erk un 41.

producto.de una suma.y una diferencia. Sabido esto, podenos

siempre factorizar un polinomio si es-iotible escribirlo previa-.

manta como una .diferencia de cuadrados. Ass en el ejemplq

2
Flos dan 4x

2
931- podemos escribir

4,

*

, 4

4x2 9y2 (21)2._ (3y)2

=.(2x + 3y)(2x 3y).
/

E)emplii 3, Factoriza 8y2 .- 18.

Upando la propiedad distributiva, tçnemos

I 8y
2 - 18 = 2(4y

2
- 9).

Ep esti forma -vemos que un factor es una diferencia de cua-

dradoS:

Poe. tanto,

2
4y

= (2y + 3)(2Y -

8y2 - 18 = 2(2y + 3)(2y - 3).

4temP1p Ifia'ctoriza 3a2 3ab + a2 b .

Agrupandb-oonvenientemente, escribiremos

3a 3ab + a2 -o b2 = (3a2 3ab) + (a2 b2

= 3a(Ei + (al+ b)(a 'b)

= (3a 4. (a + b))(a b)

= (3a + a. + b)(a b)

(4af+ .0(a - b)`.

Ejemzlo 5,. Resuelve la ecuacidn 9x2,:-*4 = 0.
=,

Pu to que, 9x2 4.= (3x + 2) (3x ' 2). para todo ndmero

real la ecuaci6n dada es equivAlente a:

(3x + 2)(3x 2) = 0.

.Ademits, para x real, (3x + 2)(3x - 2)= si y Olo si

3.2t + 2 1*0 6 3x' - 2 = 0. Por consigaepte, e enunciado

44,

Ale

4

"



1.19x = '0" es equiva1eptp,a4: enunciado = 2 6
3x = 2 , y el conlunto de vialldez de La ecuaci6n.
9x 4 = '20 41

,
- I

3

Coniunto de problemas 12-3

gfect6a,las operacione

(a) (a - 2)(a + 2)
.(b) y)(2x y)s

(c) ....(mn .41 1).(mn 1)'
(3xy 2z)( 3xy 4; 2z)

indicadas.

(;). a)(x )

(g) (2x - y)(x + 2y)
* (1) (r2., s)(r s )

,

Factoriza los polidomios sigu entes sobre los 4nteros si
es posible:
(a) 4x2 - 1 (d)
(b) 81*- 9y2 (0)

1:7
(C) 'a - (f)

1 - n.?

25x2' -

_16x - 4y2

F ete t riza log polinomios siguientes sobke los enteros si
es posible:

(a) 25a2--'b2c j 16x3

(b) 2082 - - (e) 16x2 - 4

(c) ky2 6z2 (r) 49k - 1it

Factorila los polinomiqs siguientes sobre los enteros sj

posible:

(a) '')A

(b)''' x2 1r

4

2
(d) x

(e) 3x
2

(fj, 16x1/

31,



-329- .12-3

Facifriza los polinomios siguientes sobre los enteros si

r1) (m n)2

- (x

(f)

es posible:
10%

( 1)(a)

(b) (

(c)*

Resuelve las ecuaCiones:

(d)

(e)

n)2

(a)

(b), 9r2

,(P) 75s

(d)

7. Factoriza 202 -

.So1uci..6n:61 20

(f) x + 4*. 0
4(g) y - 16 .

.0

(h) 45 i)2 -*9 . 0

= 202 -12 (iPor qu4
,

14I (20 - 1)(20 4 .1) (i,Por qud?)

.= 1921. .

Te da's cuetta de amo podrfas ,Itroceder en sentido inverso?
Suponte que te iç1n calcular mentaltiaente (19)(21)4 L.Serfa,

mis fci1 .Citicular

Cal,Fula mentalmente:

(A) (22)(18)

.(b). (37),(43)
(c) (26r)(39:-
'(d),. (23x)(17y)

(e) (101) (99)

( (40m) (50n)

,..(0.* (36(m n)) (44(m*- n.

(h) (6)(6)(4)(1i) '

(a) 1Putie 899 ser un ndmero primo? (Sugerencia: 899 = 302 21)
,tfr

-(44 4Puede 1591 sei un ntimero prima?.

(e) iPuedeq decir algo acerca de los factotes de 390.
(d)' euedes decIF-ago.acerca de los Tactores4.e 401?

,
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*9. LA qu$ es iguil .(2 -13)(2,4-4551 Una :yez m$s, puesto que

tenemos,la slima'y la diferencia.de loSmism.o dos ndmeros,
.

li..expresid an'resukta ser igual (2)
.1

7 ,Wrt,2, ..; 4 7 3 =. 1.

Podemos aplicar es para racionalizar'el denominador en

Por propiedad Mitiplicatiiia del

J. .

2 n ig.= 2 -

1 .

.

Au4 nos dice esto acerca del recfproco de

de 2 i-

Racionaliza el denominador:

0\ -6(a) .(b) 3 + .\4 (C) ( )
5 + ...if 2 +'

,
*10. Facstoriza aada una-de las'siguientes expresiones:

(a) 63 +.0 = ab2 + ab2.+ 133

a(a2 b2') + (a + b)b2

= a(a + b) +4(a + b)b2

. (6 + b)(a(a - b) + b
2)

(b) t3 + I

(c) s3 + 8

(d) 27x3'-+ 1

+ b)(a2 ab.+ Ib2)



*1 Factoriza calla una de las siguientes eXP!!fignes:

a
3 3

a) . a3 ab
2

ab
2

- b
,

(a2. b2) +. (a

(a - b4)(a,+ b). (a - b)b2

2
b)(a(a\* + b

b)(a.'

6
4.! ab + ia2)

12-4. Cuadrados perfectos

Para a b n4meros reales cua esquiera, considera el

productO

b).(a + b

= (a + b)a + (a + b)b

a2 +!ba + ab + b
2

= a2 + 2(ab) + b2

12-4

Puesto'que-el Polinomi6 "a
2
+ 2(ab) b 211 'puede escribiise

dOmo produFto de dos,factores idgnticos, se le llamarkun cua-
.

drado perfecto o exacto. Del mismo.modo po'demos obtener

(a - b)
2
= a

2
- 2(ab) ± b

2 "
era que a2 2(ab) tambidde man n un-Madrado per--

4.

facto.

El problema que vamos a.considerar ahora es 0.-4e identi,

ficar un polinomio'que es un cuadrado perfecto y escribirlo en

93
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.forma-"cuadrada"
4 2tipo de 25a b c

resan ahora los

6
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Ya hemos encontrado (cuadrados perfectos del.

(observa que: 25 .a4b2c (5a2bc3) ) Nos inte-
dos tip'os considerados antes.

'.Comparemos el ejemplo .(2x + 3y) 2 con el caso general (a + b

a2. + b)
2

4 \(2x 4. 3142 lc)2 '142x.3y) ,(3y)
"

4x2 + 12Ar 4:-9Y2

Si nos dan 4x
2 + 12xy + 9y2, la cuesti6n est n escribirlo en

la forma (2x)2 + 2(2x.3y) +(337i , de la cual se obtiene inmedia-

tamente fa forma factorial (2x + 3y) 2,
tomando a como 2x

como 3y en
Ejempfo

la forma general.
Factoriza + 6x,+ 9.

+ + 9 x2 + 2(3x)+32
2(x + 3)

zCamd puedes d6cir, de una ojeada, si un
tie es o no un cuadrado perfecto?

Ejempl; Factoriza 952-+

92 + 12st +
12st + 4t2.

polinomio -tal como,

4t = (3s) + 2(3s.2t),+ (2t)2
1111 2

A (35 20\
4ab ba.Ejemzlo 3. Factoriza '4a

2

2 24ab + b4a

Llena

2 2

(2a) - 2(2a.b
(2a b) 2

Conjunto,d 1-L444a.

+b2

el espacio Ar.acrode tal modo que el resultado sea un
cuadrado pArfecto.

9



(a) t - 6f+. ( )

(b) 3c2 4.- 8x + ( ) c (j) I. + ,..( .) + 3

(c) a2 + 12a +.( ) k) 5 's.- ( ) ,+ 7,

(d) 4s2 + 4st + ( ) (1) -( ) --8ti; +x42

(e) ( ) + 6xy + 9y2 . 8 (a) ( ) M` liOv + 25

- (r) u2 - ( ) + 25 (i) .49x2 -, ( ) + 16y2

. (g) 482 + ( )h:4- (Q) (v + 1)2 + 4(v +111) +

,(h) 9x2 + 18x + (. ) (P.) ( 1)2: + ( ) + 9

1,Cuil14 entre lo'S siguientes son cuad dos perfectos?.

(a) x2 +.2xy 4:.' y2 .
..

(e) 4 +2 5il 43

(b). x2 + 2ax + 9'a2 (r) -1 t 4.-4
,

(c) 72

(d) 7

2(7)(5)-+ 52

2 iirr 13 4- 5

Factorizg_cada uno tie /los

enteros.sf es i4osib

ka) a2 - %a +

(b) 42 4x + 1

(c) x2 -

(d), x2 + 4

4t2 + 12t + 9

7x2 + 14x +-7

(g) Y2 + + 1

(h) 4z2 20z + 25

4st + 4t2

1)2'- I

S.

(g) (x -:6tx lr+ 9

(h) (2a + 1)2 + 16(2a + 1) + 25

siguientes polinomios 'sobre los

(k) 20 - 5x

()) 2a2 20ab + 5b2

(m) rs + 2st +

(n) w) + wtv w)

(o) *2a2 20a2b + 5Oab2

(P)

(t2 2t + (s )

(r) 2x2 + 1

(1) z4 + 16z2 +64
a

1
4.

15,
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Escribe los resultados de efectuan las multiplkaCioneq

IMO

L'
,

t)--4

ilgunos polinomios pueden se faotorizados combinando3 los .

. .

-...
,:loi mgtodoss elt de los. cuadrados p rfectos y 'el de .,141 died-

,
%. ,

Dencia de cuadrados.
,

Eemplo A. -,(Vactoriza x24 6x + 5.
&

iabemos we' x2. IL6x + 9 'es un cuadrado perfecto.
Es o nos su&l_are etl escrtbkr..

+ + 5 2. x2. + 6x 4- 9 - 9 +..5 (pare former tut tuadrado_
perfe4to)

*hi 2 + .6x + 9) -
3)2 22 (pars formar una diferencia de

cuadrados)
(x + 3 + 2) .(x + 3 - 2)*

(k)-+ 5)(x + 1) 4.

41.

%



335-:

El atodo gee acabamos de emp.lear, consistente en sumar y
restar un misMo indmero pare pbtener un cuadrado pirfecto,
se llama copleoi6n del cuadrado.

Eiemplo .Resuelve la ecuadi& x2 - 8x + 18
*Completando el cuadrado., obtertemos

x2 8x + 16 - 16 ± 18 7 0
-(x 4) -1-'2 = 0

12-4

No conocemos mdtodo alguno para factorizar este polinomio.

LNas garantiza esto l que no pueda ser factorizado? En tal

'caw), podemOs enContrar e1 conjunto de validez sin escribir
2el polinomio enfo.rma factorial. Puesto que (x - 4), es no

negativo para todo x, (x - 4)2 + 2 tiunca es senor que 2..

Pot consiguiente, el conjunto de. valilez de la ecuacidn dada

es vacto.

gonjunto de problemas 12-4b

,Eactoriza Los siguientes polinomios sobre 'los enteros.;emp1e-
S.1

**

ando el mgtodo de complecidn del cuadrado:
4 4

(a) x2'+ 4x + 3 CO x2 - 1.0X + 24

(b) ,x2 - 6x + 8 (e) x2 10x 1.24.

- 2x 8 (f) (x . 1)2 - 11,(0- 1) 5.

.0 1
2. . zilia alores enteros de p, si los hay, hacen que los poli-

nomios\ sigu:ientes s,ean cuadrados perfectos?

(a) u. - 2u + p (d) v2 - 2pv - 1

(b) x2 + px + 16 (e) x2 - Eix - p + 20'
. v

(c) ip
2t2 + 2pt + 1 -

i I
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Aesuelye:

(a) - lOy + 25 v. 0

(b) st 20t 25 0

(c) 9a2 + 12a + 4' Mil 0

- 4
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s

(e) (a - 1)2. - 1 .

z4 16z2.+.64. 0

- 2x - 8 0

(h) x2 - 10x + 21-C 0

12-5. Itolinomios cuadrgticos

Ya hallos seitalado que la factorizacien puede ser conside-
. rada conid'un proceso inverso al de la simplIficacifn. Por

serfa plausibl9 que, si alguien nos preientara un polinoraio obte-
z:

nidp como,.4..resultado de simplificar un product°, .pudidramos

invertirl efproceso y de'scubrir la forma factorial 'original Eeto

puede ser diffcil en general pero se puede hacer en algunos calms

especiales, *como ya lo fieraos \risto en las secctones anterio;.es.
En 'esta-secci6n utilizaraos esta inclip:aciern para 'factorizar

cuadrgiticos, esto.es, polinoraios en una variable y de
grado .dos.

Examinemos el producto

Afer + ragx + n) (.?5 + ra)x + (x + rn)n

a: x2 + mx +,xn + mn
= x2 + (m + n)it + mn .

Dado un polinotnio cuadritico ;tab coeo x2 + (ra + n)x + mni donde
s

m n son ndmeros .-enteros particulares, entonces es fficil

invertir el proceso:

x2 + + rOx + mn = (x2 + mx) (tx + mn)

= (x + rn)ir + (x +

=
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En realidad, este es s6lo otro ejemplo de la factorizaeidn ma-

diante la propiedad.dtstributiva considerada en la secoidn

Sin embargo, suliongamos que m y. n se reemplazan por algunos

nombres corrientes, digamot 6 y 4. Entonces'

(x + 6)(x + ....sx2+ 10x + 24.

Podemos ver -ahora la dificultad que surge. Las variables a n.

conservan su identidad y mantienen la forma de la expresien,.

mientras que el ,6 2x el 4 desaparecen en la simplificaci6n.

El probrema de factorizar un polinanio c omo

x2 + 10x + 24 consiste'en "redescubrir" los-Ameros 6 .y

Examinemos ptte ejimplo con mis detenimiento.

*(x + 6)(x + 4) x2e+ (6 + 4)x + (64)

2 + 10x + 24.

EVidentemente la puestidn estS en escribir 24 como unproducto

de dos factores cuya sumaes 10. En este caso, puesto que los

-nruneros son sencillos, con toda'probabilidad "ipodris enumerar

mentalmente las distintas meneras de fictorizar 24,

124
2.12

30
4.6

y escoger el par de factores cuya suma es 10.

Aunque estamanera de.proceder es flcil*cuando.e nfiMertNte

factores es iequpfio, resulta tediosa cuando el ndmvo de factores

es grande; por otra parte, el ndmero de casos.que'ne6esitamos con-

siderar puede con*frecuencia reduciise, si utilizamos algo de lo

4up ya conocemoiO'acerc-a de los entwos.
4 2'

Elemplo Factorika el polinpmio cuadritico x + 22x + 72.

Tenemos,que:hall4IF dos enieros cuyo producto sea 72 y

cuyit sutha sea '22. (LRecuerdas este problema del-capftulo



r
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3
10?) *C10 72 = 2 -3 , los diveisos factores de 72 4hpareden

pomo produqos de potencias de 2 ,y de 3. Sindo 22 par,

amboa ente5ps cuya sums esic02 Oben tener el factor cam&

2,y, puesto que 22 no ea *visible p?r 3,,uno de los eaieros
.%

deberg contener todos I9s factores 3 de 72:.' Esto redi:Ice las*.
posibiltdades% a

2 + .2 = 36 + '2

22 + 232 = L. + 18.

COMO + 18 = 22,-tenemos que

x2 4- 22x + 72 = x2 + (4 + 18)x + 4-18

(x + 4).(x + 18).

Ejemple-2. FactOriza a.2 - 69a - 450.

La descomposicidn en fActores primos de 450 es 2-32 -5

a* *Como 69 no es diVisible par 5, los factorto 5 sleben estar

juntos. Puesto ofti 69 es un mdltiplb de 3, 1os factores 3

deben repartirse.

Ademgs, como -450 es negativo, uno de sus factores debe

ser positivo y el otro negativo. De modo que necesit,mos

.encontrar un 4ntero positivo y un entero negativo cuya sums

sea -69'y cuyo producto sea -450. Las posibilidades son

52.3 - 3.2 = 75 1. 6

- 3 = 150 - 3

y sus opuestos". El opuesfo del primero.da 49; esto es,

-(5
2.3) + 3-2 = 769. Par tanto,

2
a Alr 69a - 450 = a

2
+ (6 - 75)a + 6(-75)

* + - 75).

Ejemplo Factoriza x2 + 5x + 36. a

La descomposici& en factores primos de 36 es 22.32.
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Si. ',,xaminamos todos los pares posibles sle factor4s de 36,

nos encontramop con que u suma siempre qs mayor, que 5. .

A,
Producto. Suma.

1-436 37

27'18 2 20

3.12* 15

4.9 13

12

Se ye qtie la suma menor ocurre cuando los dosl fictores, `son

iguales. Puesto que 54:12, cbncluimos que: 5x t 36

no puede factorl.zarse porque el coeficiente.de x es dema-
,

siado -pequefio

C9n razonamietto anglogo dptermina - 10x 4-16

puede factorizarse lEs factorizable 1 c2 1-.13x + 49? 4Es

-factorizable x2 + 1.4xt-49.1____
Luego tratade factorizar x2 + 40.x + '36. En este caso

,-.

14.0 es demasiado grande para ilue :XL 1' *4001.1c +.36 puede ser fac-
.

torizado. (Ten en5 ruenta la tabla anteriOr de productos

y de sumas .)

Con razonamiento anglogo determirl.si x.2 38x 7+,36

puede factorizarse. 4Ea x2 + 51x + 49 factorizalple? 4Es
,

x2 - 50x + 49 factorizablel
4

Conjunto de problemas 12-5a

En los probledis 1 - 9 factoriza- los loolioamios cuadrgticos, si

es posible, ,u.tilizan4o el mgtodo anterior.

1. (a) a2 + 8a + 15 (9) a2 + 2a -.15

(b) a2 8a 15 (d) a2 2.t.- 15

lOi
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(a) t2 + 12t +20 (.c) t2 + 9t + 20
2(b) t2i; 21t + 20* . '(a) t + 10t + 20

(a) a2 + 6a - 55 (d) Y2 - 173T - 18

(b) 'x2 - 5x + 6 (e) z2 - 2z +.18
.

(e) u2 1Qu.+1124

(a) -x2. '+ 7x -. 12 (d) -a2 - 13x. - 12.

(b) 1? z. 11x - x2 r (e) -x2 4. x - 12 -

,(q) x - 42c 1: 12

(a) a2 - 16a + 64 (d)

(b).. a2 + 8a 4 64 (e)

(e)' a2 + 36a :i. 64 .

(b) a2 + 1 :(d) h22'-

It (a) x2 9

\(e) :-2
s

+ 64

16a - 6,4

(a)' z6 73 - (04 - 1342 36- z

(b) llb2 + 28' (a) yk - 81

8. (a) 5a a2 - (a) 108 +.a2 - 21a14

(b7) 10a + 39 + a2 (a) a2 + 25a 606

+ 30a9*

a

3y2 - 12y + 12 (e) *5a3 -'15a2

(b) x3 + 19x2 + 34x (d) 7x2 63

ot.



.ecuaciones:.
,

...

(b)

) y2 .47 :13,y + .36

.(d). x2 +*.6x
*..

(e)
'Ix

(11

-(gy 6x2 6x - 72*

x2 + 11 =

.*

ll Traduce .14. qde .sigue en 'eftunciados a-IAA-top y determine 'sus
....

*ccmjuntos de validez:

(41) El cuadrado ndmero es 7 unidades mayor que 6
.

-

veces el n-dmer6. aCugl es el ndmro?
4

b), La longitud de un rectgngulo.es 5 pulgadas mis que SU

ancbura. Su' grea es 84 pulgadas cuitdrada's. Halls la

anchura.

(c) El; quadrado de un .ndmero es 9 unidades menor qu:t0t,
NreceS el ndmero. zCugl es el ndmero?

Una buche rectangular tiene 2 pies de profundidal y su pert-

A

metro ea-24 $i el volumen de ,la bucha ei 70, pies

cdbicoa, lcugles *son la longitud y la,ancbuta?

*

13. Dos paneles de madera:laminada, cada uno de los cuales cuesta

304 por pie cuadrado, tienen la misma Area aunque uno de

) -

un cuadrado y el otro(un rectgngulo 6 pulgadas-mgs,

largo que el cuadrado, per.° cot sdlo 3 ilulgadas de anchO.

zCugles eran las dimensiones de los dos-paneles?

g
Demdestra que si p enteros y x + px.+ q es

faaorizable, entonces,' x2 - px q tambigh lo es. S'

2

p et ermina t o do's los enteros p pare los cutfes x px + 36

es factoriiable. zPara qdg valores de p serg x2 + px,

'Un cuadrado perfecto? zOmo se distinguen eptos valores de

V.\

**



12-5 - 3 -

p de los demSs? Contesta las mismas preuntas para.el poli-
nomio x + px +64. Si n estin entero positivo, icu11

cres que es 21/ElmmE entero positiyo p pare el
2x 110- px + n2-

:
As fa,ctorizable? LY od41 te:Oarece

mayor entero poqi.O.vo p paia el cual lx2+ jx +

2

torizibte?

cual

queies
n2 es facI-

.

En los polinomios cuadrAticos de loi ejemplos 1, 2, 3, el coe-.

0 ficiente de la segunda potencia de la variable era igual a 1.

Con objeto dp poder manejar otros polinomios cua.drSticos conside-

remos una vez as un producto: k

(ax +;t)(ex*+ d) = (ax + b)TE + (ax + b)d

= (ac)x2* (ad + bc)x + (bd)

Paia simplificar nudstra discusitSn, llamemos. a 1 b.-los coefi,-

cientes del factor (a,x + b), c j ci los de (cx + ac,
*-(ad + bc), bd los coeficientes del polinoinio -cuadritico

.(ac)x
2
+ (ad + bc)x +(bd).

Observe dmo resultan los coe4cientes del polinamio cnadrg-
ticot -El c(ficiente de x2 es el producp de lo4 primeros.,..

ceeficientes de los factores, la c nstante es el i)roducto de las.

!

constantes de*los factores, yel1coeiciente de x es el producto

-de los*coeficientes "eliternlivs" mS el producto de los coeficients
itinternos . Por ejemplo:

2.3 5-2 '4

f -

2x + 5)(3x + 2) = 2.324, + (2-2 + 5.3)x + 5.2:
144.-.4.0

2-2 + 5-.3

Pra abreviar al hablar de estos coeficientes, diremcit -2-3, el

producto de los prtmeros coeficientes, 5-2 el producto de.los

illtimos," 2.2 el producto de 1os externos y 5.3 el product° de les
I.
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Ast que el problema de factorizarrun polinomio cuadrAtico '4E11

"
a

como 6x
2

-1- 19x 10", consl.ste en hallar dos factores- de. 6 y

dos factores de 10 tales que la "suma de los productos de los Esc-t

tores externos y de los internos" sea 19. En catos sencillos;

estp puede hacerse ensaYando todas las posibles factorizaciones de

los coeficientes. Ruesto que los factores de 6 son 1-6 8 2-3

y los de 10 son' 1-10 6 2-5 6 5.2 6 10-11podemos ensayar cada

. posibilidad.

x + 1)(6x,+ lo)

i + 1.6 =

(7) (2x +45)(3x + 2)

el

2.2 + 5-3 . 19
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Desde luego, con un poco de prgctica podrfamos lograr directs-.
7

matte los factores deseados (22v.-1- 5) y (3x + 2) elimlnando

mentalmente los otrps.casos.: Dirfamos: :6. = ,2-3 y 10 7 2'5.

'Como el coeficiente central 19 ez impar,,no podemos tenet.=

factor par en cada uno'de los productos, 'externo e interno. Esto

excluye las posibilidades (1)., (3) y (6). Ciertamente, la fac-
.

torizacidn 10 =4-16 en las otias posibilidades nos darg un

coeficiente central demasiado grande. Asf nos quedpmos con las

posibilidades (2) y (7). Por consiguiente las ensayamos y

encontramos que *(7) da lugar.al par deseado factores.

Ahora consideremos un polinomib cuadrgtico cuyos coeficientes

tienen muchos mAs fact9res:

2
6x, + 7x - 214.

Tenemos que enceontrar un par de enteros cuyo pr'oducto seft 6, y un

loar cuyo producto sea -24 de tal modo que la suma de* los, pro-

ductos externo e interno sea 3. Tambidn en este caso podrfamos

enpayar todas las factorizaciones posibles de 6 y d6 -24, pero

entonces obtendrfamos 32 casos. En vez de esto, utilicemos

nuestros conocimientos acerca,de los enteros para reducir el nd-

mero de cas9s. Puesto que 6 = 2-3 y-24 = 23-3, sabemos que

los enteros que deseamos espargn formados de productos de los fac-

tqres 2 y 3. Como, 7 es impar, no podemos tener el faceor 2

en ambes-productos, ezterno e intern°. (lPor qua?) Asf, pues,

'los factores 2 deben entrar todos en el producto externo o todos

en el interno. Ademgs, vomo T no ee divisible por 3, los. fac-

tores 3 debergn ester todos en el producto externo o todos en el

producto interno. Hemos reducido asf las, posibilidades aid

:f.

/
(lx - 23 3)(2.3x, 4. 1)

2.3.2.3 - 1/13

I.
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0 ..z

. (2x - 3)(34 + 2' ) .40

C..../ \ ,

2.2 -.3 =3

- . ,....

0 sus ti opuestosit. Por tan:to, la forma factorial r,psulta ser

-
6x

2
-h 7x - 24 = (2x - 3)(3x + 8).

. ...

12-5

Algunas veces es potible reducir el hAlmero de casoi apli-

cando proptedmiles de los enteros; otras veces no. En realidad,

pp bay nunca una garanpfa de que un polinomio bladrAtico dado

pueda.ser'fagtorizado.

Eiemplo 4. Factoriza 3x2 'A - 21. - a-4

.
Buscamos coeficientes tales que

X2 -.2x, - 21
. .

.4 .
.

Hay line factorizacidn de 3 :T 341 y dos de' 21: 21*1. 8-347.

Puesto que 2 no.es divisible por 3, debemos.mantener todoso /

los factores 3 o bien en el'producto externo o en e interno-.

De las dem$s pesibilidades, 4cu11 da -2 como luma e los pro-
-

'ductos extern° e interno? Por consiguiente,

3X2 2x r 21 (x - 3)(3x +

\Bjemplo 5. Factorize 25x2 - 45; - 36:

Teziemos 25
=2

.y 36 = 22-32 Debemos'encontrar un

par de enteros cuyo producto sea 25 y.un par de enteros cuyo

prpductorsea -36, de manera que la same de los productos

o ejyterno ..Puesto que 5 diyide a 45, tlene

ber un en cada uno de los productos externo e.interno.

Por consiguiente, los primer coeficienty son 5. y 5.

Como 4 divide a 45, -tiene que baber tambiAn un 3 en cada

uno de los productos externo-e intern° Por otra parte, 45

t
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es impar; de modouè ba factores 2 deben entrar todps

eri in tgrmino. Hemp reduado asi los easos a los tiltimos
coeficient'es: .d;, 6 -12, .3;.6 3, -12; 6.-3, 12. El
que da los factores deseados corresponde a ,los dltimos coe-.

..2ficientes -12, 3. Por consiguiente,

25

5x2 - 45x -

236

Conjunto de problemas 12-5b

En los problemas 1-10 factorizi, gi es lapsible, los polinomiros
sobre kos enteros..

1. {-4 35E2- + 5x 3.

(b) 2x2 + tx + 34

..(c) 2x2 +

3a2 + 4a -
3a2 - 4a , 7
-3a2 -'4a +

3. (a)..4y2. +-23y - 6

(b) x2-+ 4x -.*32

(c) 8a2* + 10a - 3

4. (a) 3e2 - . 6

(b) 3x2 - 17x -
(c) 3y2 iy - 6

1

410

Ati

a



,(a) 9ic2 2,

9x2 4- 4'

(.c) **2 + 12x. + 4

a

6

6. (a) 9a2' + .3a .2 -

(b). 9a2 4, 3a:

(c) 9a2 9.

.

(a) 12x
2

- 51x +s

(b) TOxk+ 43x. +

10x . 69k

(a) - - 4a2

(b)' 3X2 + 17x

(c) 19x - 6 +' 7x2

(a) p2 + 2pq q2

(b) 142 - 16ab + 7b2

-

ie

eb) 25x?' 70xy +. 49y2
,

(a) 2a4 + 50a2

(b.,) 8.2_1) 9ab + 25b

2a2 + 15a + 25:

a

A

109

a

1

a

.

:

w-

a.



11. Factcriza:

(a) 6.;;2.. - 144x.- 150

(b) 6x2 3.1x - 150

-(o) 6x2 150

(d) 6?E2 - 61x 4150-1

-12.- 1,Puede factorizarse 2x2

(e) 6x2 + 25x + 150

(f) 6x2 + _65x. + 150 40,

(g) 6x2 + 150

(h) 6x2 + 63x - 3:50

. .
ax + b cuando a ei par,/ lb
. .

'impar? zPor quire,
t .41r . i

,13. IPuede factorStaz,se --3xL + 5x + b si .3% es.un factor
*b? . Si es 'ass, elige un yalor de b tal clue 3x2 + 5xik''

. . ..0

puede ser factorizado.
14. *Determine el conjuntd de validez cuando dominio de la

y4able es conjunto de- los Ameros racionales.

-(a) 8x2 lox - 3 =
(b) + y 1

(e)' 6v2. 19;/ +
(d). 'a2 1.14: + 15 = 0'

. ,3-5. Deiermina el conjunto de \rendez cuando el aominio de 14r,
\

IT
ble es el conjunto de los Ameros racionares.

4x . ,
. .(I 9k

(a) 1)2,, - 4
2-(d) 9 1)

16. Factori

'(a) -w2 - 16

(b) 3)2

(c) (Y 6Y + 9) 16

(d) a2 I0e+.25 9b2 4

I
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Tieduce%19 que sigue a enunciados abiert9s y determine sas con-
.

juntos de-yalidez:

17. La suma-de dos pdrikéros es 15
.r;

137. Halle.los ndMk.os.

la suma'de sus cuadrados es

-La lopgitud.de Un rectfingubi es 7 puliadas mfis guesu Anchure

y su diagonal tiene 13.pulgadas,' Determine su anchura..
Le diferencja ware dos ndmeros es 8 y su producto es 84.

Detiarmina dichos ndmeros.

20: El producto de dos ndmeros impares consecuavos es 15 mils ques'

4 veces el mitts pequeft9. *LCufiles.son los ndmeros?.

21. Partiendo del mismo punto, Jaime camina hacia el forte cot:
4

.unavelocided conbtante, mientras que Guillitrmo camins hecia

el oesie con ?-:tt4z velocidad constante que es' gnamilla,par. a

hora mfis que la de Jaime. Si al cabo de une hora skencuentren

a 5 millas de disteCia el uno del otro, 4a que velocidad

camind cede uno?

22. 1,ti eltuia de.un trifingulo tiene 3 pulgadas menos qae su

lase. Su fires es.de 14 pulgadas cuadradas. *eufil es la .lon-

' atud de su base?

23. Determine las dimensiones de un: rectfingillo cuyo pertmetro

tiene 28 pies y cuya Area es de 24 pies cuadrados.
.

I.
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12-6. 13olinomiossobre las ndMeros racionales o sobre los

ndmeros reales

La maiorparte de lo expuesto sobre la factorizacitIn se re-.'

ferfa a la factorizecidn de pelinomigs sobre los enteiod. El

.nombre thismo sugiere que tenemos la poiibilidad de 6onsiderar

otrAs clases de polinomios.
.

Una frase constitaida por ndmeros racionales y'

var.iables, con iolamente las operaciones.dp suma,

xesta, multiplicacidn y tomer opuestos se llama

umpolinpmio sobre los ndmeros tdcionales.

Da una,definicidn de polinomio sobre los n&eros reales.
(

Tenemos asf tres tipos de polinomioi; polinomios sobrla los'

enteros, sobre los ndmeros racionales y sobre los ndmeros reales.

;Considera la expresidn. 3x2 - 4x + 1. Este es un poltnomio1sobre
los enteros. Fuesto que todo entero es tambign un ndmero' racpp-

ral, 3x2 -.4x..1-1 se puede considerar tambi4n cpmo Up pg1inomio

sobre los ndmeros racionales. ..LSerg posible considerarlo% camo
,

Un polinomio sobre los ndmeros reales? La expresión

u3 4,12 es un polinomio sobre los ndmeros racional.es.
3

Oert posible considerarlo como un polinomio sobre los entEtros?

O sobre los ndmer,os'reales?
A

El problema.de la tactorizaci4n puede ahoia Elantearse de

un modo as general:

El'problema consiste 'en escribir un polinomlo dado:.

que consideramos,de un cierto tip()) c6mo un pro-.

ducte indicado de pelinomios del mismo tip*o.

Consideremos la expresidn "x2 - 2". Es-un polinomio sobre

los enteros y, como tal, sdlo puede factorizarse enjorma trivial

x2 - 2 *. (-1)(2 - x2).
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Esto no es especialmente interesante, ya que. el faptor 2 -,x
2

no es de grado menor que el de x2 - 2. En este sentido,

2X.- 2 es "primo" como polinomio sobre.los enteros.-.Sin embargo,

x2 ..22 tambjAn puede ser Gonsiderado'como un-polinomio sobre loi

ndmeros teales, y entonces tenemos

2
- 2 1=

2
( 42)2

.= (x 4. 2 )(i

.donde x'-i-v(1 1 'x - VI son polinamios sobre los ndmeros, reales -

.1 ... A %
- ", 1

(pe4no sobre los ndmerosracionales o sobre losenteros). .Jkaf
-, ,

que x2 '.- 2, considerado camo un polinomio.sobre los ndMeros reales,
. ,

admite una factorizacidn uo trivial. Este.ejemplo muestra que
0 t

es esencial en la factorizacidn la clase de polinomie considetado.

Nemmos ahora la expreeidn

"1st +Jast2 - 27s
2 2

Es un polinanio en dos variebles sobre los ndmeros racionales.
/

- La propiedad distributive nos permite escribirlo en'la forma

+ 5s2-1.8s2t3).
2

El factor ."3" puede cdnsiderarse coma un polinomio pobre los
2

malmeros racionales, mientras que "st+ 5t12,-,182t3" eiin poli-
.

1101111a0 sobre los enteros. Este reduccidn puede hacArse siempre:.

-lexpolinomio sobre los ndmeros racionaleepuede .

escribirse como un producto de un ndmero racianal
. . ,

y un polinamio iobre los entéros. .

. /
Con esto se reduce el,problemh de factorizar polinamios

sabre lds ndmeros'racionales al problema de factorizar'poli7

nomios'sobre'los enteros.

_
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Coniunto de problemas 12-6t

Factora cadet ulik de los polinamios elguientes, si

posible, consider4ndolo com9

(i) un polinomio sobre los ndmeros racionales,
4

(ii) un p9linomio sobre los ndmeras reales.

Ejemplo: Considerado tomo un Polinamio sobre los ndmeros

racionales, ,

1

4 m - 8).I t,
2

Considerado como un polinomio sobre los nlmeros reales,

44.*

'1 2 4,

,-gx

(a) -2:a2 -.;

(b) .1.7u - 51u3

(c) 4;0 3t2 4t

Resuelve las ecuacitmes:

(a)
.212

- 6 = o "
(b) lit

3
- 8t 0 .

(a) z
3- + 7t = 04

AL

.

. 4

Ensayando todos los casas poeibie,,vemos que X12 -1- 4x - 2,

considerado como polinomib:'sobre los enteros, no es factori-
. . . /

table. Par otra parte,%sonsi4eraao como polinomio sobre los
-.- .:4!"

iimeros reales; puede alleigibirse,
,

rib



4
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sumando '4 4 para format., tin cuadrado p.erfecto,

(it 4 2)2 '" (462
6

(x.-t- 3 +-0)(x'+ 2

12-6

Ns

,Asf, pues, la t6cnica de bompleciOn d41 6ua ado con el fin
de oltener la diferencia d cuadrados nos, peruirte a veces

e
factorizar4un polinomio cuadrgtico sobre los ndm411eros reales:

,aun cuando no sea factorizable como polirtomio sobre los in-.

Factoriza Tos polinomioi siguientes -sobre los xrdmeros
reales, si es posible, ,completando el cuadrado para formar

diferencias de cuadrados:

(a) x2 + 4x - 1 (e) y2 - 5
(b) x2 + 4x + 2 (f) 12z + 34

(c) x2 -k 4x + 3 s2 +1.
(d) x2 - 6x + 6 (h) 2x2 - 8x -
Itesuelve (factoriza con el, m6fodo del problema 3):

(a) Y2 - + 2 . 0 (c) .-t2 . 1
(t) a2 6a - Itv A- 6 0

Observan4o la forma del coeficiente de x y de la cons-
tante en

(x + b)4 x2 + 2bx b2,

determina el niintero qua hace a cada una de las expresiones
siguientes ser un cuadrado perfecto:

2
(a) x2 + 14x ) (d) m2

75111 +

(b) - 38211 ( ) (e b2
(c) IT'2

r
+1; + (

.

e



Factorizai-completando

a) a2 +

(b) +
Re4tieve:

f'.. O ae +4.3a + I Int

d
= -1-

?13. .Fa.ctoriza:

Ejecap16. x2 12x 4- 2 21

- 4.

((x

0

-354-

el. cuadrado:
sxc

..y2

a

V

2 1

la) 2x2 - 12x

(b.) 32 + 2y4- 2

5a2

4 , SE

(a) 2.2'.=,12X + 5
s'.s(b)' 3a -.6a'.

(e) 3m
2 + 5m + 1 = p

1.

at.

I.
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12-7. Ei-AUebra de las expresiones racionales

Cuaq.do emDezamos nuestra discusiOn de la factorizaciOn,

hicimos.hincapid especialMente sobre-la semejanza entre la facto-

erizadiOn de poiinamios y la.de entenos. Esta analogfa puede desa-

*rrollarse adn'mls. *1 sistema de 4.9s -enteros es cerrado respecto

de la sum., resta y multip1icaci4n, .pero i.ga de la divisiOn. El
. . . .

.

conjunto, de los polinomios es perradb reopecto de la suma, resta

y multiRlipaciOn (indicadas),_pevo no
,

respecto de la divisiOn.
.

,.,

Si.extendemos el siscema de los qnteros hasta obteny la,propiedad

'de clausura respecto de la divisiOn tambidn (excepto la divisiOn

por cero); obtenemos el siistema *de los ndmeros racionales.. 1,Cug1

es.la extensiOn angloga par# los polinomio01

Una expresiOn racional es una frase que cbntiene

ndmeros realei-y Variablet y_que envuelve,

miti, las operaciones de suma, resta, multipli-
.

paciOn, division y toma de opuestos.

:-LEs todo polinomio una.expresiOn zocional? 'LEs el conjunto de
of

expresianes racionales cerrado respecto de las operacionps indi--

cadas de sumas, resta,.multiplicaciOn'y divisiOn? 1Por qud no

'es -,/i7-7-1. :una expresidn 4cion9;r(

Com9 ejemplo.de expresiones racionale's, tenem.8's

(i) 2.- + 1
x

(2)

10,

(5)

2x -.3
/

3a 2b

5

!_i.z
3.

a

Entre dstas expresiones racionales, (.1), (a) y .(6) son en un

una variable. Observa que (2) y (3) son cocientes indicados de

polinomios, en tanto Tie (6) es un product° indi-gado y (1),

y (II son sumas indicadas de expresiones racionales. . De igual
, #

1 ;
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modo que todo

ciente de dos

birse como el

- 56-

nilmero racionfiluede ser representado como mi., co-
. .

4
eriteros, asf todivexpresidn racional puede escri-

-4

cociente iie 'dos polinpmios.

Puesto que las expresiones racion es son frases, represen-
*

. tan ndmeros.. Por consiguiente, en una empresidn 'tea. como

3,11
2t s - 1/ . .

el vallor. 0 queda automgticamente exdluido del dominio de la .

... .

variable t. y el 'valor I del, dominio de ws. Tal restriccidn
.

se sobrenti6mde siempre para cLialquier frase que -contiene una

variable,etrAu denominador.

Estaios ya en condiciones de estudiar algo del "glgebra" de

las expresiones racionales% .Esto equivale a estudiar los prooe-

dimientos de simplificacidn de sumas y produptos (indicados) de

expresiones racionales haspa convertirlos en cocientes de poll.-
,

nomios. Como en el caso de'los ndmeros racionales, podemos

esperar que parte de lo hello con aas fraccionps podrg aplicarse

ahora. En efecto, recterda que para cada'valor de.sus variables

toda expresidn racional es un ndmero real., Por consiguiente,

las mismas propiedades que son vhidas para fas operaciones con

ndmeros reales lo son tambign para las operaciones con expre-

siones racionales.

P.ara ndmeros reales a,

(1) t-a 4.a

(2) .=

`'*\ (3) -It+ Tc- a 14; c

c, d, tenemos las.propiedades:

(d.rdeb b y d son distintos de cero)
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Si representamos simb6licamentl, las expresiones con las letras
ii"ydsculas A, B3 C, D podemos escribir las propiedades corres-
pondiences ast:

A C AC
4) ET) ala

'(i±) (donde ni B ni D puede 'escribirse

como la expresi6n cero)

(14) A + c

zeugles son las restricciones referentes al dominio de'las

variables contenidas en B 'y en D? Si A, B. son expresianes

racionales y "B puede escribkrse como la 'expres1.6n cero, en-.

tonces, zes 1-1 una expresi6n racional?

litilizamos las propiedades anteriCres aplicadas a las expre-

siones-racionales para simpltficar .aichas expresiones. Con otras

palabras, necesitamos escribir una expresiAn en forma de cociente

indicado dpico de dos polinomios clue no tengan factores comunes:
2 2

gjemploi.
*

Usamos a propiedad

az bx a + 2ab; b
----27

tV2-

(i) eox A ax bx,

C = a2 + 2ab + b2 D a2: b2.

puede facorizarse:
a

. A x= (a b)x

B = x-x
ttrk

Por tanto,

ax bx + 2ab +.
2 94- 42 2

a b

*

Cada uno de estos

x2-

polinomio's

C (-a +14(a + b)

(a + b)(a b).

(-a +

x2(a + b)(a b)

. (a + b)(x(a + b)4 b))
xikx(a + b)(a b))

a + b

.por (1)

por (ii).
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tas restricciones son:

Mem? o 2.

1 x2
1-7171r

1.

x - 2
3x + 2

-458-

b

1 - x)(1 +
1 + x

x - 2
- 1)(x 2)

=

I,Cugl es la restricci6n en el dominio de x?

Elemplo
I

x2 + x - 2
x2 - + 4 x2 + x - 2 z - 2

x2 itx it x +
x - 2

x - 1
x - 2

12f)

)tx ++ Mxx 223

(1Ppr qua?)

(zPor qua ).

(zPor qua?)



ConAunto -de'problemas 12-7

12-8

1 k

Simplifica lo que sigug; seRalando las restricciones en los va- \ ..., &-,
..

lores, de las variables: .
&

A..-

ab2 1 + b

x - 3x
3x + 3

6.
.

, x2 + 2x + 1 "
'2..
x + X' s

12-8, Si4lificacitIn de sumas de expresiones racionales

Con el fin de utilizar la propiedad

b b

al sumar neuneros racionales, es necesario 'primero escribirlos

'en tal forma 'flue tengan un denominador coimin. En el caso.de
ndmeros racionales, el menor ccomdn) denominador que servirta
es el mXnimo comdn matiplo (m.c.m.) de los dos denominadores

s
&Ado S s Tenemoi un problema similar al stimar'expresiones
cionales, y el mgtodo es precisamente anglogo al empleado' con

los Ameros racionales, jugando la factorizacOn de polinomios
exactamente el mismo papel que la factorizaci6n de enterds.

Ale_ERLo k. 7 5

36a
2b

'Mb
3

Las formas factprizadas de los denominadores son

2 2 2
36a 1? = 2 3 a

2
b

,3
24b = 2

3
3b

3
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Escogiendo cada fictor el mayor ndmero..de veces.(que ociirre
S.

en cada: denominador obtenemos el m.c.m. qu, es
3

2 i.32a2b .

,.Bntonaes

A

5 ,47

2 211 2 2 2'6.13 241$ .2 3 a b

411

21 _,_'`* '5
32b 2 331:1

...

3P3218.21)

=It

72a

..

A) emplo .2.. 7 + 2

. 12 - x -.x 2 + 8x + 1E1'
./. -;12 - x - x2.= ,(4.+ x)(3. - 'X).- -1 ( + 4)*(x.,- 3)

Y - 8x :I- 15 = (x - 3)(x - 4),
_Puesto que,

el m.s...m. *es.(-1)(x - 3).(x + 4)(x -

'IL 3, a # -4 -37 x # 5, entonce;

."3 2
12-x-x2 2+8x+16-

-0

- 23
(3-x)(x+4)(x-5)

r) 411,4



a 2a 3
Eltnro 10 a. ,3a

El m:c.m. 35(a
Si a 3,- entonces

a 2a 3' a 5. 2a 3
3a 9 5a - 15 = 3(a - 3) 5 Z 3).3

Ejemplo

13.54a 3)

5a - (6a - 9)
3.5(a - ,3)

5a - 6a +, 9
3e3(a - 3)

= 15(a+-9 )

(
x1-1, s

x+1- 1 .,x+1
x+3. 7 x+1 x+,11 x+1 x+1

I.

-1 1 x-1 4.- 1 x=
x-1 x-1 x-1 x-1 7.71-

Pqr tanto, si x # 1 y 1 entonges

i(1 +

Imo%

X X

12-8

2x2 ' x
Tax 7:1 ma) (x- x-

S.

1



.2..

3
a 2a

x 1 + 1

x x
+ 5 x - 3

. 4
I* m nb

8. x + y Y

,., 2 - 3
a b a

Con unto de problems 12-8

.13. 3 5
x-2 + 2x 3x + 6.

4 5 a2a - +a.
5 + 3x + x - 6 le.

16. 5
, 2Y Y

Lt=_L17. a
b

."`", b 5 " 10 - 2b
3

19.* 2 +x x x - 1
a 2 3

a
20. 2 - 25 3a + 15 2á - 10

2
10 ,x

21.x 9 x 3 1 +
11/' 2a

1.)-
(

2 1 1b) Sa b
22 . >a*

2.6 1 1+
a - b.. a

2
2ab + b2 a b.

2?.

Sugerencia:
Multiplica porsx

1N

A
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24. Considera °el conjunto de todas las expresianes racionales.
. .

4Crees que ette conjunto es cerradp con respecto a cada una,

de.lat cuatro.operaciones deria aritmgtica?

12-9. DivisiSn de poliuomios

171.
Cuando,se-nos da un ndqpro racional tal.couo. 'Men la

aritmgtica, lo reconocemos iumediatamente como una fraccidn "impro-
.

10
y nps tpreturainos a escribirlo en la forma "propia" 7.

Esta forma en realidad significw 74 10 puesto que 1,
. 23 23

tieue la 1rentaja de mostrarnos de modo iumediato que 171 estg
. 23

entre los enteros 7/43r 8. 'El ndmero 7 es la _parie entera de

171 Fuesto que
23.

f

7 + 10 7.23.4- 10 5? 171

23 r 23 232

una manert'iquivalentrde mostrar'esto es escribir.

171... 7.234 10.

Ast que el entero 171 estg reprdsentado como un uatiplo entero

de 23 las un enters que es menor que 23. Esto es realmente 101

que siempre hacemos cuando efectuamos'el proceso de dividir un-

entero por otro. 1,0%6 se comprueba el "resultado" en la divi-
,

si6n?

'Estudiaremos ahora el problemaanglogo para expresionis racio-

nales en una variable: Consiteremos el,ejemplo:

2x3 6x2 + 5x + 1 2x(x2 3x)_ + 5x 4- 1

x
2

- 3x x - 3*

+.1
7- 0

-
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44Se parece esto al ejemplo anterior para ndMeros racionalest

Observa.que primero escribimos el Tiumerador en la forma

2x3I 6x2 + 5x 1 = 2x(x2 7.3x) 4- (5x I),

.esto es, como tin polinomiomdltiplo de 2tt-- Digs un polinomio

de grado menor que.el de x2 r 3x. Pongamos a un lado, por 41
A

momento, la cuestidn de camo hemos logrado esto.(m4s adelante

aprendergs una mSnera sistemgtica de hacerlo) y enunciemos en.tdr-.

minos generales precisamente en qud cOnsiste el problema.

Sean N ,y D dos polinomios en una variable.

Entonces dividir N por D siznifica obtener

polinomios Q y R R 'de tenor grado q D,.
*

tales que

Q nD ty_.

Este problems es equivalente al de hallar dos polinomios

Q y R tales.qu,

N = QD 4. R.

Como en la aritmdtica, N es el dividendo, D el divisor,
A

0 el cociente y R el resto. Identifica N, Da go R en el
*A.

ejemplo tratado antes. En ese ejemplo fue fgcil obtener y

pfiesto que los dos primeros terminos de N, 2x3 - 6x2 con-

tienen D como factor.

Nuestro objetivo es dar un procedimiento general para encon-

trar paso a paso los polinoMios Q y R, cuando se dan dos poli
.

-

-nomios N y D. Observa que, por ser '

N = QD 4. R,

se sigue que

R= N. QD.

Esto quiere decir que si podemos hallar Q, entonces se obtiene

R restindo QD de N.



Consideremos otro ejemplo:

2x2 + x
x...3

2Aqut N = 2x +x-5 y D=x- 3. Tratemos primero de-op-

tener un polinomio.mtiltiplo de D tal que al restarlo.de N nos
dg.un polinomio"de menor grado que ec(pero no*necesariamente d,

menor grado que D). Todo.lo que tenemos que bacer es multiplicar

X - por.un monomio de tal modo. que el polinomio resultante.

tenga el mismo tgrmino del mayor grado que en N. El tgrMino de

mayor grislo de N es 'i2x2". De manera'que si mult4licamos

(x - 3) por 213 el resultado tiene el mismo ttrmino de grado

2x(x 3)

Esto es,
(1) 212 + x - 5 = 2x(x - 3) + (7x - 5)
Sin embargo, el ppinomio 7x 5 no es de.,menor grado que

x 3. Por tanto, apliquemos 41.mismo procedimiento a 7x - 5.

tiultipliquemos (x - 3) por 7 para,.tener el mismo tgrmino del

mayor grado que en 7x - 5.
(7x 5) - 7(x .3) = 16

(2) 7x - 5 = 7(x - 3) 4- 16

Combinando los resuleados El) y (2), tenemos

2x2 + x 5 r 2x(x 3) + 7(x - 3) + 16

Como 16 ds de Menor geado que (x 3), los polinomios deieados

son' Q = 2x + 7 y R = 16. (ICull es el grado 'de 16?) Por

conáiguiente, 2x2 + x 5 (2x :I- 7) + x16
x -
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En estd proceso de divisi6n dp palinomios restam?s sucesiva-
.

mente (polinanios) mdltiplos del divisor, obteniendo en cada paso

un polinomio de menor graao Se acaba cuando el resultado eide

menor grado qud el divlsor. .Este.procedimiento.te babrá recordado

probablemente., el proceso de divisidn' largo de ndmeros on la arit-

mética; y recuerda'que tal divisi6n se reduce a restar.sucesiva-:. 4,W
mentecel dividendo matiplos del divisor. Por ejemplo

Resta

$

2953. =00 . 13 + 0 13 +. 13
2600
353
260.

De manera que

Podemos Utilizar una forma andloga para disponer nu'estr,0

93

2

2953 =. 200 13 + 20 13 + 7 13 + 2

13(200+ 204 7) + 2

(20:3 + 20 + +3-

= 227 +1- .

.13

trabajo do divisiân de polinamioi. Arites,'sin embargo, debemos

ver cam° dispaner la resta "verticalmente" como se hace en la

.aritmética. Por ejemplo el enunciitdo

(-5x4 2x3 - x + 1) (3x4 - x2 + x + 2) -8x4 + 2x3 x2 - 2x

puede tscribirse "vegticaimente asi:

-5x
4
+ 2x

3
x + 1

lesta 3x4

4 3 2-8x + x + x 2x*

Air

V



,
Observe Omp los arminos del mismo grado est& colocados:unos
encima de otros y si falt,a un t$rmino (como acantece con: el de

segundo vado`len el primer polinoraio), entonces se deja vacto el

espacio que le'corresponderfa. La diferencia se obtiene luego
rest'ando los t$rminos del mismo grado.

-
Conjunto' de problemas 12-9a

Resta, empleando la forma "vertickl" descrSta en la phina.366.

(a) a3 -.582 +2a .j- 3.

3 2a + 78 9a - 11
4(b) - Tx +2
It

-3x 4. 2x
3 - '*-

(e) ir 4:8y - 5
9Y2 + 4Y

Utilize la forma"yertical", en lo que sigue:

(a) Resta 3a2 - 6a + 9 de 3a2 + 74 - 11.

(b)' De '12x3 1Lx2 + 3 resta 12x +e6x

(c) A 14y2- + 8y. - 16 $sdmale 12y2 3y.

(d) De -6x + 8 resta -6x - 1.

'

Ahora podemos desarrollar una forma "veitical" para la divi-

ii4n de polinomios. Utilicemos el mismo ejemplo que pntes.

5.
x-3.

3_7_1. 2x2 x 5 2.x 3 *16

2x2 - 6x

tjemplo

Resta.

129 1



De modo clue*, (2x + 7).(4 -
.

x 2x'* 7 + 16

;7777

+

,conjunto, de problemae 13-91i

Efectlie las divisionesindicadts' utilizando la forma presentada

en 'el ejeraplo 1.

2x2 :14.X + 31.

2.
4x2 -.4x - 15
2x + 3

22x3 - 5x
2x +

2x3 - 2x2 +
x .

2i5 + x3

2alt 2x + 3.1tx
3x + 1

Sugerencia:

2-x
3

2x
2

Escribe el dividendo

dejendo espacio pare

el tdrmin.o de

5x2 + 2
3.

primer grado qte fq.ta.

:El ejemplo 1 de la p r ig i n a 367 puede escribirse .en.forma m s

concise asi:

Dividendo

Diviso4 x

2
2x - 6x.

7x - 5

7x 21
16p.

*122.±.7 4---TCociente

a



)4.

-Comprobacidn:

-369-

(2x 7),(x 3)'+ 16, = 2x2'

2x2 + x 5 ...ix+ 16
x 77t77iPor contilliente,

12-9

'3 2
Elemplo -2. Divide x +-3x - 38x - 10 poi. 5

411.

X
3 + 31C2

x3 5x2
38x - 10 x2 +13x + 2

8x2- '38x - 10
8x2' - 40x'

2x -* 10
2x-- 10

Comprobacidn: (x2'+ 8*.,+ + 0 x3 - 3 x - 10
3 + 3x2 38x - 10 2

Poe tanto, = + 8x + Z.
x -

Ellt7iir10 Divide' 3x3 + x por x + 2.

x + 21 3x + x 3"x2 6x + 13
3x3 + 6x2

6x2 + x
6x2 - 12x.

13x
13x + 26

- 26

ComprobAci6n: (3x2 - 6x + 13)(x + 2) 7 26 3x3 + x

Por tanto, 3x3 + x . 3x2 - 6x + 13 - 26

1
x + 2 x + 2

%w



.Divide

Divide.

Divide

Conitutto. de probl 12-9c
23x- ,+ 7x - 1 par

2x +15. :por
x4 _. 9x2 1 por -3

Divide ift3 - .11x + 7 por x + 2:

- -3.

En los probkemas .5-12 efectda la divisidn indicada.
24x 4x 15

2x - 3

'

+ lt

9

IN 210. x - 3x - 9
3x 3.5

12.. 3x + 2x
2x + 1.

13. zC6mo queda indicado en el., proceso ,de divisieon,que el poll-.

.nomio D' es un factor 'de N? Muestra que x.+ 3, es :tut
factor de

2x4 .7x2. +.144x -

*En 1o7 ejemplos y problemas.anteriores, hemos becho hincapid
-en el caso donde Al divisor es un.polinomio de grado iino. Sin

embargo, el procedimierto funcioua Lgua1mente bien Con dos poll.-
,

nomios cualesquiera.
4x3 - x2 -+ 1Eiemplo A.
x4 - 2x3 + 1

Aqut no hay nada lue bacer, pues 11 es ya,de.menor grado
que, D; as que Q d y N R. Con otras palabras la
expresidn racional ya vs qropie.

*
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4
3.

3+ 2 a
2 - 3x3+ 2x2 + 3.2x + = - x + 2 + 2x 7

4 + 10x

12-9

3 23x + 2x +, '2x + 1
- 3x3

. - .6

f. 2 + 2x+ 7

De modo que

5 - 3x3 + 2x2 + 12x + 1 T3)(x3 +-2) + 2x2 +27:{4. 7

3x + 2x2 + 3,2x + 1 - 3
2x2. + 2x + 7 .5x +

x3 + 2

a.

Escritb ea forma mgs concisa, resulta:

x3 + 21I ifi5x

5x

3 + 2x? + 12x +
10x

t
- 3x3

- 3x3
+ 2x2 + 21c-+ 1

22x + 2x + 7

Comprcit;aci8n:

(5x -.3)(x +2)+(2x2 + 2x + 7) 5x
4
, 3x3 + 2x2 +' 12x4 1

11

8.1

Port tantol_

3x3 + 2x2 +
x + 2

2x2 + 2x + 7
+ 2
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.tontinto de probiemas 12.9d

Efactda las.slivisiones indi.cadas:

2x2 + 3
x - 3

4x2 .A 13
+ 3

2x3 5x -

(d)

(e)

(1) 2x
3

x
2

43

2x 3.

) x3 -x2x2 + 7x -

. 3
2x + 3 (h). 34x +

X2 4
x3 + 7x2 - 5x +

3x-1 3
5x - 3x - x +

xP x 5x3 2x2 -

x + 2 4 2
(j) 3x -32x --lc -17 2

x x
Detdrmina el segundo factor ein cada uno de los casos siguientes:

(i)

(a)

(b)

(c)

6'

x9 + 1

2x4

25x
-4

+ 3x + 5

(x3 + 1)(.

5x2 x

= (3x + 5)(

2r. 1)(

(d), 4x8 + 2x54- 20x14 + x2 - 10x +.25 = (2x4 + x 5)(

A

12-10. R.esumen

Introdujimos ek concepto de polinomio y vimos que el problems

de factorizacian de expresiones es significativo solamenie cuando

--se Unita a la. faotorizacidn d polinomioa. Aunque la mayor parte__

de nuestra labor ha sido realizada con polinomios sobre los entoros,

tambAn.consideramos polinomios siibre los nilmeros racionales y sobre

1$'

los n4meros reales. Cada uno de estos conjuntos de polinomios es

cerrado respecto a la suma-y la multiplicacidn.

5
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1240.

lactorizar un polinomio de.un tipo dado, iniistimos ln

que los factores sean polinomioS del misme tipo. Un polinamio

que no es'factorizable como polinomio sobre los enteros, puede

ser o no factorizable cuando se le considera como un polinomio

sobre los ndmeros reales°. La factorizacidn de lin polinomio

sobre los ndmeros racienales puede reducirse a la factorizacidn

de,un polinomio sobre los enteros.

Vimos que la factortzaciem es un Instrumento dtil pare resoll:

.
. . .

vex ecuaciones. ,
.

. ..

Los diversos mgtodos.de factb4zacidn de polinomios estgn

basados en las stguientes formas:

Pr ad dIstributiv*:

ab + ac = a(b + c)

Diferencia de cuadrados:

ia2 b2 = (a: + b)(a

Cuadrados perfectos:

+ 2(ati) + b2 = + b)
2

a2 -*2(abN +:b? = (a - 142
4'

Complecidn del cuadrado:

2 + px- 2= (x + 2-)x 2 .4

Polinomios cuadAticos en una vartable:

x2 + + n)x + (mn) (x + m).(x.'+ n).

(ac)x2 + (ad + bc)x + (ax + b)(ex + d).

th',0

7

Hemos considerado el canceixto de expresidn racional y obser-
.

vqdo que las expresiones racionales estgn con los polinomios en

'lamisma relacidn en que estgn los ndmeros racionales con loS

enteros. Los problemas de simplificacidn de expresiones rficio-

naies son anglogos a los problemas correspondientes para

palmeros racionales Vimos que ls expresiones racionales tienen'

f)r-...;
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. las propiedades babituales de las fraccidnes y que la factorize-
cien de polinomios-juega el mismo papel en el nanejo ae las

'expresiones rationales que la factorizaci6n de los enteros juega
. en el dd los ndmeros xacionales.

-

Toda expresift racional puede escribirse como un cc:ciente

indicado de dos polinomios_ve no tienen fling& factor comda.

Hemos desarrollado'un mdtodo sistemAtico de dividir polino-
mlos'en una variable. ESte se braia en 14 importante propiedad,
de los polinomios que"dice:

Pard'dospolinomios'cualesquiera,N.'y D, con *-

D distinto de cero, existenpolinomios y
ton R de menor grado que DI tal que N QD + R.

La divisift nos proporciona un medio de calculai Q y R cuando

*..110:3 dan N

1 °) 4:1

6



.1*

4,2

zCuitles,de las expresiones siguientes son racionales?;

zpolinomios? 1,Cut1es son polinomios en una variable?;
1,polinomios sobre los enteros?; isobre lqs ndmeros racio-
.nales?; zsobre los milieros reales?

(A) SR'

.4)

1

(n1 r r 55. + 2 s - 2

(r) (s + 4/7)(s ,...4n)
- 4

to.

N

a .
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+ (a t:) + b2
3 2

35
+ 1

(v) ../7 x2 .4. a.

(1.1) + 3

Simplifies las siguientes expresiones:
(a) 2 v18 + 3v12 - 6 v1

lb) :15 is/67.1-1

(e) ./(x +
3: Multipliea los factores y simplif

s

(a.) 2.173'. (2- 7 VW)

(b.) (...A-71-:.1.-2)2.

(a) (.1V+ 1)(.,,t7 - 1)

N

os resultados:

4. 'Factoriis los siguientes polincmios sobre los enteros
,es posible:
la) 'x2 - 22x - f.

.(b) x2 - 22x +
ir

,(e) 3a3V + 12a4b
2 2(d) ..

(e) (x2' - y2) +' 2(x - y)2 - 3(a

(f) 68;2. - 1-4a + V;

(i) *6a2 + lla - 10 -

(h) 4(x - y)3 + 8(x ) 2 (y- )2' c .
s

. t ,4) x2 112 sDx be: - ex --'es

138
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5. (a) gara qug valores enteros positivos de k el. polinomio

x2 + kx 1-12 es factorizable sobre los enterps?

( ) Oare qug valores enteros positivos de k el polinomio

-x? '4-6x k es factorizable sobre.los enteros?
(c) Determine el. valoi de k pare el. malt x2 - 64-3x k

es un cuadrado perfecto. .

)Simplifica. las expresiones que sigu n:

(10

3x2y6
220a,b2

7(x72)3

30(abl) 2

(b) 3 +
35a 25ab

(C)
2 4

g 2a ab b, ab ab

4

A

) 2*
22x - 5

xx x, /Ix + 3 X + 2x 7 3

Divide los siguientes polinomios y comprueba:
4

(9:)
1.!e 4. 4 4. 6

x

3X11 + 35.tx3 4x2 lix
1

3x + 2
(b).

(c) ;K3 1
x +

'CO 1
x

4
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)9. Muestra Aue pare tod-o
es di:visible por 3.

1.0. Determine si 3

. x4 - 52E3 +.6X2 -,3.
,

El polinomio 5x100 +
100 175x + 3x -

Determine los'Conjun
enunciedgs:

(a) .51 3 '1
irrt Tf5

. (d) 5 20
3 n2

(el 'ix 32 31 " 7
(f), 4x2 243 =

.(g) 3Ix12:- 2

lx

0

xl . 0

alt 12 .

41-

s de validez de los siguientts 4

entero n

.

el entero n + 3)2

es o noun, factor del polinomio

,

- 1 puede escribirse en la forma
3 2

1 #4 qpt x + 1) + R,
donde Q y $1 son.polinomios.

(a) au$ ie pueade decir del:grado de R si es el menor

Iposible?

(Iv) Si R es de' gradomtnimol--'acufil es el grado
12 El polinomio 2x4 + 1, pizede escribirse en la forma

2x4 1 P., 2(x3 + x2 + x + 1)(x - + R

donde it, es un entero.

,14n

"
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(a) zCal as el significado de este eculacidit? 4C1.411 es su

canjunto de validez? 4K

(b) Si se de nu valor a Its 4puedes determinar R sin
efectuar la divisieln? tHay algdn valor especial de
x pare el cual -esto resulta lo m'Ss simple?

13. El pol.inomie 5x100 + 3x17 - 1 puede escribirse en la forma
100 17.'5x.. + 3x - 1 , 1) + 11.3

donde Q .-es unpolinomio y R un entero. Determiina el

entero R sin efectuaf lei divisidn.
gi polinoinip 4x8 + n, .en el. que n es un entero, puede
escribirse en la forma

4x8 + n Q(x I) + R,'
donde R' es un ...enter°.
(a) zcus1 es el gredo4le Q?

(b) Si' R 0, zqud:se puede decir acerca de la relaçidn
entre (x - 1) y 4x13 +.n.?

(c) Determine un.valor entero de n tal que R 0.

15. Dados los polinomios 2x17.- 5x1..5.+ f y x + 3, determine
los polinomios Q y R de tal modo que

2x17 - 5x. + 1 g(x 4-3) +15
4

y el grado de R. see menor que 16.

Demuestra e
Teorema: Si- a z b son ndmeros re-0.es positivos y

distintos,
entonces a + b

2 7 . "r-Snerencia: O
a + b.xbserve que demostrar que -.vab es equiva-

2
lente a demostrar que a + b - 2 -shit >'0.?

f.,



Em los problemas desde el 17 haata el 29, traduce dada pro-

64eme en una eauaci6n b en une_ inecuatidn, y resuglvelo deter-

minando el conjunto de valiaez de la ecuitdidn 43 de la ingduacidn.

17, Un muchadho puede hacer el tecorrido de .venta de peri61icof,

en 30 minutos. Su sustituto .lo hace en sentido inverso

y emplea 45 minutos.. Cuando trabajan juntos yendo el uno

hacia el otro,'4cugnto tardardn'en encontrarse?

18 Una confiterta prepare 40 libras de una mezela de bombones .

de creme que se venden a $1.00 la lihra y de hombones de

nueces que se venden a $1.40 la libra. Si dicha mez.cla se

ha de vender a $1.10 la libra, zcantas libras de dada clase
4

de bombones se necesitan?

19. Un recipiente contiene 100 galones de ague cuya concentra-
.

citSn de sal ee de 15%. LCudntos galones habrd que remplazar

por ague pure de modo que resulte una solucidn 10%?

20. Un-avi8n/de retrOpropulsidn corre 10 veces mgs rgpidamente

qua un tren de pasajeros. En una bora el avidn recorre'

120 millas ads que lo qfie el tren.recorrerfa en $ horas.

I.Cugl es la velocidad del avidp?; Lcugl la del tren?'
41

21'. Dos trenes estglr.a 160 millas el uno dal otro y marchan 01

2
uno hacia al.btro. Uno viz& con una velocidad que es .3

la del otro. Cu1 es la velocidad de dada uno si sabemos

que tardan 3'horas 12 minutos en encontrarse? -

22. -Un hombre hace un viaje de 300 minas con una velocidad media'

de 30.millas por hoia y el regreso lo hade a una velocidad

. media da 20 millas 'por hora. 4Cugl es la velocidad media

duranq todo 01*viaje de ida y vuelta?

Generalizacieln del probleka,22: un hombre hace un viajelde

. d* millas a una velocida4 media de r millas co; fiora,y

el regreso lo hacecon,.un ,a ve1odidad madia de q millas por,

4.0
*as.
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hitra. 4Cuel es. a velocidad media para el viaje de ida y
yuelta?

2r24, La sum 'crei los recfprocos de dos enteros sucesivos es
182

aCueles son los n6meros?

25. Determina la media:de y 3

26. El: cuadrado de un niimero es 91 pies que 6 veceS el
mero. Escribe la ecuaci6n correspondiente y determine su

conjuV..o de validez.
.-

Un autom6vil recorre 'una distancia de 360 millas en una bora
menos que otro qua marcha con una velocidad 4 minas por
hora menos que la del primero. Determfna las ifelocidades
de ambos'autom6viles.a+

.Una alfombra de i*4 yardas cuadradas se coloca en una'tiabitacian

cuyas dimensiones son de' 14 pirse por 20. pies. dejando un antho

utiforme alrededor de la ,alfombra. 4Cuel es 6ste angho? Te

ayudare a plantear la 6uestidn' algebraicamente el hacer un
'diagrama esquemgtico de la alfembia colocada sobre el suelo.

29. Un cateto *de un, trigngulo rectingulo tifne 2 IAA tugs

que l doble del catet9 menor. La hipotenusa tiene 13 pies.

4Cug1es son las 'longitudes de' los catetos?

-30; zcugles de los n6meros siguientes son racionales?

A471T .0.008 2/7":17)( 4416) .

31. Si un milinero de dos citras de la forma lot + u se divide

por la suma de sus cifras, el co'ciente es 4 y el resto es

3. Determine los n6merop para los cuales esta propiedad es

- vglida.

32. Simplifica =11111

1 +
1 .4 7

:
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33. Determina el conjunto de validez de' lx - 49:

.34. zEn que instante entre' las 3-y_las 4 lis agujas de un raoj

coincidirtua -zEn qui instante estarOn en posiciones opuestas?

35 ,UnsraTtjaro time $1000 'peril comprarpnoVillos a $25 y vacas

'.a $26. Sabiendo que el nilmero denovillos y el de vacas son

calla uno ndmeros.enteros positivos,-zcull es el nayor ndmero

de anliales-que puede comprar, si quiere gastar los $1000?_

4,

1 4 1



'Capttulo 13

'CoNJUNTO DrIJALIDEZ DE ENUNCIADOS ABIE1T68
f

131. E n lados.abiertos equivalentes

En el transcurso de estas lecciones hemos estadoresolviendo

..enunciados abiertos, esto es,,hemos estado determinando sus'con-

juntos de validez. Jl principio ensayamos valores de la variable

que supontamos verificaban el enunciado, comprobando siemfte

verdad de dicho enunciado. Lue o aprendimos-que ciertas ope-
.

raciones, al aplicarlas% a los miembros del enunciado,,daban lugar

a otros enunciados can exactamente ermismo coniunto de validez

que el enunciado original. Deq.mos que:

Dos enunciados son equivalentes si tienen el
4 \

#

mismo conjunto de validez.

Entonces nuestro procedimiento en la solucidn de un enunciado

consistfa en efectuar operaciones permitidas sobre el enunciado
4 .Y'

pare producir un emuncia:ao equivalente cup) conjUnto de validez

es obvio.

1.9.1fi1es son, las operaciones permitidas? Recordemos antes un

problema ya previamente estudiado.

4Elemplo 1. 1 Resugive 3x -I: 7 x + 15.

Este enunciado es equivalente a

(3x + 7) +.( x .= (x + 15) + (-x

esto es, a

2x 8.

Este enunciado es equivalente a-

(2x)(ip (8)(1),

esto es,

. 6
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Por 'tanto, "3x + 7 x + 15" y: "x son enunciados

equivalentes,.y el canjun, de validez deseadQ.es (41.

. Examinemos esie ejemplo con:mis aetenimiento: Cuando decimos

que "3x + 7 m x,+ 15" es equivalente a "2i 811, queremos

significar que.toda:solucidn del primer enunciado es tina solucida

del seguado y què toda solucidn. del segundo enunciado es tma so

1uci8a del primero. 4Cdmo.nos aseguramos de que esto es ast?

Sairmos clue (-x '7) es un Anero- real 'para todo, valor de x.

ka-que, cuando sumamos (-x - 7) a los dos 'miembros del primer-.

enunciado, obtenemos otro enunciado que es cierto pare los mismos

valores de' x poslblemente Wis..' Para mostrar la equivalencia

de 0436 enunciados, tenemos tambign que verificar qup toda solu-

ci6n' del Osegundo enunciado es una solucidn del primero. Esto lo

podemos lograr sumando (x + 7) a los dos miembros del' seguAdo

enun'claao 'Para obtener el primero, =strand° ast que toda iblu-'
A

a& del segundo e'nunciado lo es tambign del primero.

En verdad 110 necesitamos realizar este seguhdo paso de

invertir" la operacidn. Ya sabtamos clue era posible, porque

sabemos que el opuesto de (-x - 7) es tattibida un ndmero real para

todo valor de x.

De igual manera sabemos que 8" es equivalente a

"x 4", porque la operaci& de multiplicar los miembros de

1
"2x 8" por -2- es inve.rtible, siendo la operacidn inversa la

de multiplicar por 2. En efecto, todo ndmero reit1 disttnto

cero tiene un recfproco que es un ndmero real.

Asf que, .dos opefaciones que iroducen. enunciados equivalenstes

sbn:

(1) Sumar un ndmero real a les dos miembros

(2) Multiplicar ambo miepbros ipor-urt ndmero real distinto de

cero.
.
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Todos los enunciados resueltos haste ahora hen sido de

un tipo cuyos miembros son polinomios. Recuerda que un polinomio

uo.contiene ninguna divisidn indicada con variables en el deno-

minador. Como consecuencia, no hemos necesitado enfrentarnos al

problema de determiner enunciados mgs sencillosmultiplicando los

13-1

mlembros de un enunciado por expresiones que contienen variables.

Consideremos ahora otios tipos de enunciados, incluyendo

aquellos cuyos miedbros soh expresiones racionales.
,2 1.

Ejemplo ftsuerve 2'
2x + 1

1.

MultipIicandoambos miembros por 2(x2+ 1) podemos

obtener un enunciado libre de fracciones. Oroduce esta

operacidn un enuncia4o equivalente? St, porque para. todo

valor'de x, 2(x2 + 1) es unlulmero real distinto de cero.

De modo que el enunciaao,ei equiValente a
I 2

/ 2

x2 2kx ++ 1..1) = i.2(X2 4' 1),
'

esto es, a

2x2 = x2 + 1.

Esteenunciado e, equivalente a

2

este et, a

(;c - 1)(x + 1) = O.

(i,Por qua?)

Irinalmente,esie enunciado es equivalente a-

x 1 = 0' d x + l'= 0, '(1,Por gut?)

y obtenemos ire el conjunto *ae validez deseado es 1.1,

-,Coniunto deyiroblemas 13-la

Tar# caaa uno de 16s siguientes pares de'enunciados, deter-

mina si los enunciados son o no equivalentes. Puedes

demostrar que solv'equivalentes empezando cOn cualquiera de

f.v
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los dos pmuncladoti yaplicindole las operaciftes'que lo

transforman ea enunciados equivalentes, hasa que llegues

a obtener el otro eidunclado del par a que pertenece. Si

crees que no son equivaltintes, trata de demostrarlo'buscando

un ndiero que.est$ en el tonjunto de validez de uno-de los

enuncia#os, pero que no'perteneaca al del efro.

,(a)' 2s in 12 ; . s 6

(b) 5s = 38 + 12 .2s m 12
. .

(c) 5y - 4 = 3y + 8 ; y, .1 6

(d) 75 - 5s . 12 ; s = 6

2x .. 4 . 10
,

2
(e) 2

(f) 3x + 9 - 2x . 7x - 12 ; i.x,
,

CO x2 = x 1 3. = x - x2

(h) Y -
1 Y 1 +

1
2.1.

3 y 7 1 ... 3(171 71- 2)

(Sugerencia: LEs (lyl 4*2) unmdmero real distiato

de cero para todo valor de y?)



Pecicte para cada par de enunciadOs al son o no, equiva antes:

(8) " 2x .3
(b) 12x + 5 1Ct- 3x 12

6,

(d). x 3 ; x(x 3) =0
(e). - 1 gi 0 x2

(r) Pei 1 ; x 12

Transforma cada una de las'siguientes ecuacignes en otra
equiValente pero mite sencilla:

) y+2= 35
(b) 19

(0) 6 - t 7

(4) '313 =

(e) x(x2 +' 1) 2x2 + 2
1(Sugerencia; zEs

x +
un')ilimero real distinEo de
ceto para todo valor de x?)

(r). 7(I7I + 1)1= + 1

4. Resuelve (esto es, determina eJ. conjunto de validee ) si es

posible:

(a) + 21 .F 32

im.i-

(c) 33

(d) 8 + 6

fe) 6 -. s

(f) s .4- 6

i+4 3

4x + 4.2x+ 16
4 2x +x +
4 3 2 ,

7 +7 + 7 +7+.1.

2x + 3?t

x2

x2

4 3 2

I 4 n
4104.
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Con frecuencii podemos simplificar uno oPambos miembros de
un enunciado. /Qu i! tipos de. simplificacian algebreicii
garantizargn que la forma simplifigaaa es equiValente a*la
original?, *Conbidera, la reduccian -de tgrminos*:

LSOn '3x - 2 - 4x + 6 = 0 .y. -x + 4 0 equivalentes?
Considera la factorizaci6n:

ISon - 5x + 6 = 0 )'? (x 3)(x - 2) = 0 equivalentes?
x2.- 4./Son 7 = 4 y x + 2 = 4 equivalentet?

En cada uno de los aguientes pares de enunciaclos, di por qug
son equivalentes o*por qug no lb son:

(a) ,t2s. + 5 7 1-7

(b) 3x2 ." 6x . 0
(o) 3x2 = 6x

(,d) 3x2 . 6x.

(e) 6y2 AI- 3 - 2y2.
,

(I") b + 3 = 0
(g) 2 . 2

+ 2Y

(p) 2(h + + 2(h + 3

/
Hemos tifitdo eadado -de sumar s6lo ndmeros reales o_ile mul-

tiplicar 'siempre por nilmeros reaies distintos de cero, porque
tenemos la seguriaad de _que tales operaciones den lugar a enun-
tiados equivalentes. /Serg poleible obtener tamb gn enunciados
equicialentes empleando otras operaclones? Veamo otro ejempio. .

. ,
Eiemplo 3. R ye x(x - 3) = 2(x - 3).

; a 1-'5' = 17

3x(x - =

3x.;' 6

3x2 6x . 0
+ 2; ItSr + 3 = 7

O b + 3
= y + 2

= 27; h + 10 = 27,

AI



efvettlar Aingufla oeraci6n orma1, po4emos

sotpechar ,que. 2 y 3. son. sOluciones de esta.':ecuician

"*/.11.abrit dtras. aide*? .deseamos .obtener un enun'ciedo

'Ids; !Ample, Ro'demos inent4r el ultilic 'ambos miembsios'
,

yar

Par 1 Entonces obtenemds el nuevo enunciado
11**

x(x - 3) .
x 3

cuya forma mds Simple es

2ix 3).
',Awn

qiertatente .2 es l aadda solucidn de este 'enunciado.
Esto significa ve' 1.a operacian 'de mUltiplicar por dio

- 3 °.
.S. ,

4.4.144ar A up .nuevo enunciado -con un canjunto die -valiZez As,
..

..Etqatta., Dp .Mocip:. qxe; -tal operaci8n no darn, necesariamente: un
. . ; .

enunciado dquivalente. Probableniente te tas dado cuenta de ande
. ...s ,,

estd 1.a dificattad: para z in' 3, --A lic'',uia.,,ilitnero r la
.

_. - -, x - 30.
operacidn de malttplicar pot.' 'l sdloses efectIva pare los

,.

valiores des, x diferentes de. .-.3. 1
. o 4 .elemp.12 3, ,sugiere,:pues,, quenunce.'debemos sumer o mut-

. ... ,, . ..,

tiplicar. ambos miembros'de an enunciado por una expresidn que

pare algunos valores de la variable no es 'um, ndmero.

Eaeago. .4. Rd'suelve, -

En primer lugar observamos 'Tie el dominio' de x no puede
Inc uir al nOmdto 1.' (Oar qud?) Ast que realMente tenemoe.
qae resolver et euunciado

' x - 2 1 x
x 1,

Es .natural ii ltiplicar ambos miembros de la ecuacida por - 1).
LEs*(x 1) un ndmero real p-are tOdo-valor ae x perteneciente

, 1

a su*d nio Ess. - 1) distinto de cero? (Recuerda Rae

# iguiente obtenemOs an enunciado equivelenAo.
,

altiplicar,vr (x 1),
f

4
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1) 20c

2

.0404.10A

1

J7-714(x -'11?
2x - 2 1 y x * 1,

x 1

-
,e

S.

x 1

enunciadotiene un conjunto de yalidez vacU..
Por tanto,- el:enunciado originakno tiene soluciones.

Kb Rroblema ciel ejemplo 4. nos indica -que debemos ten:to,
el cui0a0o.de. fijarnos en todo moments:, en cugl es el dominio
de la variable. Asf, podemos multiplicar sithpre por una

-,expresidn que iara todos los yalores en. el dominio de la
variable.,, jjks un ndmero real distinto de cero.

'0 es
4.

...t! ,
, .;

Conjunto .de problemas 13-lb
.,".

ara cada unit* de las frases siguidttes decide si es'
.

-

(a)

un plmero real pare todo valor de la variable,
un ndmero real distinto d cero para .todo valor de, la.

variable:

lixtbil 3 ,( )

(f) 171

.4

+ 3.

(

I.

4.

x
2q - 1
q + I -,



01).

(b)
+ 1

(0). +3
Determina las dimensiones

( ).

(f) x(x2 4. 1)
T.

2x2 2

rectiingulo cuyo yertmetro

tiene 30 puliadas-y cuya area s d 54 pulgadas cuadradas.
Determina tres nttmerosAnteros .sucesivos tales.que la sip&
de sus Cuadrados ,sea 61. .

La suma de dos 'n$mero; es 8 y la)uma de sus recfpbrocos

2 ,. .
es LCugles son esos nameros?,

,En cierta escuela, la razgn del nfimero de nifibs al de nitas es

sL lify 2600 alumnos en la escueia, Lcuttntas nitias habrfi?
6

Muestra que cualquier par de piimeros (x, para el cual una

\ de las dos ecuaciones 3`x + 18 ie y + 23, y ,as 3x - 5 es

verdsdera,, tambign hace verdadera, a la. ptra. Entonces,'

zcugl es la-relacifon -entte el conjunto de todos los pares,
que resuelven 1a primera ecuacken y el de todos los: pares, que
resuelven la segunda? ,
Muestra que las ecuaciones = 6 y y bx son

equivalentes.

a

a
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9. los lados cuyas loagtudes son x

2._22c - 5, del primer *triangulo eatin.

en .1a Misma razdn que 19s ladOi del

longitudes 4 y 6, respectivament

del segundo trifingulo. aCuSies son

las longitudes de-los dos lados del

primer trigngulo?

Se neceiita bacer una mezcla para eliminar'malas yefbas

eela proporcitin Oe 3 pafees (re yerbicida por cada,17

Partes de agua. tCutntos cuartillos de yerbicida hay que

poner en un tanque 4 10 galones, que luego se llenarfi

2x-5

con ague para obtener ld galones de la mezcla deseada?

13-2. Desigualdades eguivalentes

, En el capftalo 8 resolvimos #1gunas desigualdades mediate

otras equpalentes as sencillas. Recuerda qUe con frecuencia

hicimos uso de las propiedades:

Para ndmeros reales. a, b, c, a b 4 y
sno si a + c <b c,.

41Pi

para c positivo, a .1)

pare ç negativo, a < b

Resulta asf que las. operaciones

si-ys6lo si acc.bc,

si y sello si ac, bc.

que podemos efectuar sobre

una desigualdad pare obtener otra equivalente son en ertrto.modo

parecidas a las de las .ecuacionesv.4.a Anicq diferencis: es que

cuando multiplicamos ambos miembros de una desigualda4 por un

ndmero real distinto de cero, tenemos que asegurarnos de si es

41.

4 .
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positivo o negativo For ejemplo, a.c,,+ 1 es siempre posiilvo
..

pare todo valor de ,x; es ,siempre negativo pare todo,
.

1

+ 2

valor de x; pero x2. - 1 es negatiVopara algiinos valores,

positivo para otros y 0 para otros, de,donde se deduce que no

Zlebemas 'utilizer x2 - 1 como un muitiplicador: 1

Resumiendo, algunas de'..las-operacionas que dan lugar a
;

des1gualdades equivalentes san las siguientes:

(1) Sumar un ndmero real a ambos miembros,

(2) Multip1icar ambos mlembros por un ndmero positivo,

en cuyo caso el sentido de la desigualdad pare los

a proddctos obtenidos no caMbie,,

(3) MultIplicar mnboi miembros par un ndmero negativo,

en cuyo caso el sentido de la desigualdad pare los

productos obtenidos resulta Invertido.
4 5 .

Elemplo 1, Resuelve y u
2 .°

5 3 6

Podenos primero multiplicar anbos miembros por el

ndmaio real positivo '30 pare obtener ast un enunciado

libre de'fracUanes:

180420y 4,25:

sumamos el ndmero real -20y + 180 a los dos

miemb'ros:

4y 205,

.;

1
Finalmente, multiplicemos por el ndMero real positivo

4
205
4

LCu11 es el conjunto.de validez de la inecuacidn óriginal?

Explica por qu todgs estos enunciados son qquivalentes.

Elemplo 2. Resuelve
x + 1



2Puesto que (x + 1) es Atn nitmtro real negativo
pare cada valor de x, podemos multiplicar ambos miembros
.por ,-(x

2
+ para*obtener el enunciado.equivalente

le. x2 + 1.

Sumando -1

equivalente

s,
a losIdos Miembros, tenenos el enunciad

4El conjunto validez- de este dltizao en ciado es el cOn-
junto cI t do los mdmeros reales distintos de'èero., ste

0"
vs, es tambien e4 c'onjunto de validez 4e la.inecuaci& original.

s

Conjunto" de ',problems; 13-2
;.

Resuelve las inecuaciones siguientess transfbrandolas en,
inecuaciones.mAS sencillas:

(a) x 4. 12 < .39

1§-4. 2x >

t,(17< 3

(e) 87 > 3Y + 7-

Resuelve los enunciados siiuitntes:
(a) 1 4 4x + l<

2

S.

(Esto es equivalente a "14..4x + 1 y 4x + 1< 2").
(b) 4t - 4 <0 y 1 - 3t
-(c) -14 2t41
(d) 6t + 3 4 0 6 6t - 3 >
,(e) lx - 11 4.2

(f) .12t1 Z. 1

(g) ix + 21 I
21 >12
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3. donstruye las gr./Incas de-los conjuntos 'de validez -de los
'enunciados de' los problemes 2(a), (c), (e) .6 y (h).

4. Determine cuiles de los silguientes scin ndmeros re1es neje-
:.

tivos~para toclo*valor de x::

(d) 1-x

(!it) -ix 4. 11

(f)

5., Eesuelve 3y x 7,<0 respecto .de yi :esto es, obtin Ain

erciado equivalente con y solo en el miembro de la iz-

qaierda. 40.41es el. conjunto ,de validez pare_ y cuando.

- lc ,Ahori resuelve x + 7 0 respecto de z.

C41._es...eiL...conjunto. de lialidez para x si y -2?

6. Si el irea de tin rect44ilo es de 12 pulgadas cuadradas y

au longitud es :menor que 5 .pulgadas, 4cuil seri su anchura?

FOrmula un enunciado abierto que express 'clue tin cierto nil-
.

mitro negetivo es mehor que su recfpri5co. ltesuelve.al enun-

ciado.

13-3. Ecuaciones e contianen eviresiones factorizadis

Cuando en el capftulo 12 re lviste 'ecuaciones cuadriticas

..de la forma
(x 3)(x.+2) 0,

necesitaste la importante propiedad de los ndmeros (Teoretna 7-8e):

Para ndmeros reales a, k, ab . 0

4 si y s6lo si a 0 6 b 0:

Enuncia este propiedad pare los a' b particulares de la

ecpaci6n-anterior. 'Interpreta por ti mismo "si y s6lo si".1

15
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Es.esta propiedad, y el que, x + 2 seen Aneros.
reales pare 'todo valor real de x, lo que garantiza la equiva-
leneia Ael enunciad4; ."(x 3)(X_+ 2).= 0" y el eniniciado

3 0 8 x '4- 2 0" De-manera que: i col*Into de validez
es

extenderfas este propiedad a ecuaciones tales como
abcd 0? Establece una propiedad general pima cualquier -ndmero
de factores. 4CuS1 es el conjunto de yalidez de .

(x + 1)(x - 3)5(2x + 3)(3x - 0?

sConjunt4o de problemas 13-3

1. Determine. los conjuntos de validez de:
+ 2)(a - s5) =

(b) (x 3)(x + 1)(x -- 2)(x)
(c) (3y - 1)(?y 4.L1)(4. - 3)

Resuelve:

(a)

(b) 0 x - 121

2 = 0

(c)
(4:1)

(e) x3 .=*-25x

(r) tx2 - 5x
(g) x + x 2x2

(h) x2 + 2 = 0
3x2 = 21x - 18
x2 - 4x + 2= 0

(k) x2 + 6x . 1

(x2 1)(x2

(x2 - 5)(x2 - 24) . 0

3

15

difr
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,

Aestielve x3 = 8,,ensayando una solucidn por conjetura y

mostrando que es la dnica solucidn real irgumentando sobre-
,

."tamafion de x. (Si x4 2,. 4qud pasa con it3i Si, x )2;
-LTA pasa con x3?)

1 escribidndolo como (x2)2

13,-3

Resuelve x4

--fact8rizando.

Determina un

tome valores

Determine el

,

polinomio que tenga V..valor 0 cuando x

pertenecientes al conjunto 1, -1, .

conjuntb de validez, del enunciado

3)(x - 1.)(x 1.) 0 Ix - 2i 2.
a

-

Alemos teni4,4buen cuidado de eVitar el sumer: y-elmultiplicar

poi una expresidn que pare algdn valor de la variable no- sealun.

ndmero real. Veamos otro ejemplo que pone de manifiesto este

Consideremos eSte ejemplo: Reauelve (x - 3)(x2 =

Nuestro prime impuls1 es multiplicar ambos miembros
,/

por 17po pare algunos valores de x, VD

X . e 1

es tnammro r41. Oug vatlOres? En caMbio, puesto que

4(x2 - 1) e2/un nipero reit& pare todo x, qumemos -4(x2 - 1)

ambos miem4ros, conlo cual resulta

(x 3)(x2'-1) 4(x2 - 1) 0

(it - - 4)(x2 - 1) = 0 (zPor qud?)

(x - 74),(x - 1) (x 41) = 0

Cada uno de estos enunciados es equivalente a cgalquiera de

los otros. 4C01 es el conjunto de validez resultante? Si

Alubidsemos'multiplicado los dos miembros (impensadamente)
4

'por 1 , zeudltubiera sido el conjunto de vaidez ael

- i
enunciado resultante?

159
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A

,
Este ejemplo nos ackierte que ac be

.no son equivaVentes. En cambia, tenemos a coriti uaciffin Itna
sucesidn de enunciados ,qquivAilentes:

acbc121

ac bc m 0
a - b)c

b 0
Estonos dice que el; enunciado

.)
,ac m bc

es equiyalente al enunciado

awbm0 c m 0,

cuando a, son ndmeros reales..
I.,

Conjunto de.problemas 13-3b

Resuelve

(a). x(2x - 5) . 7);
(b) (3 i-X)(x2 + 1) = 5(3 4' x)
(c) (x - 2)(3x + 1) . (x - 2)(x
(d) 3(x2 - 4) . (4x + 3)(x2 - 4)

(e) 5.1t - 15 . x21- 3xAm..

Mul.tiplica los dos miembros de la ecuician 11x2 m 3"
por (x 1). . ISon los mismos el nuevo conjunto de valide%
y el original? tEs x - 1 igual. a .cero pars algdn valor
de xi
Multiplica los,dos miembros de la ecuaaan " t2 = 1!.por

\(i+ 1). Compara,e1 conjunto de vialidez nuevo con el original.
Explica 1fts,dilerencias que las dos multiplicaciones producqn
en los conjuntos de validez de los problemas 2 y 3.
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13-4. Ecuaciones fracclonarias

Ta expresidn n es un ndmero real cuando x es

tonsiguiente, cuando tratamos de resolver la ecuaciOn

= 2
x

tenemOs clue litnitarnos 'a ndineros diferentes de 0. Con otras

palabras, tettemos sue ressaver el enunciado

1 = 2 x0.A
x

Sabiendo flue no puede ser 0, podemos.-entonces multiplicar,

por el. ndmero x, _distinto de cero, para obtener

1 = x.# 0,170

1= 2x 2 x

Luego, 2 x # 0" y "1 = 2x 2 . # 0" son enunciados
x ..

equivalentes. El dltimo aerie, els cosaj'anto de validez Asr

Por .

1que es la soluciOn.
2

Otra manera de tratar este mismti problema es affadir

resal,tando,dos miembros de

1 - 2 = 0

=
x'

Lqua requisitos'deben cumplir

0 (i.POr va?)

c para qaP el ndmero

a los

Sea 0? Son, primero, que c # 0 (Lpor qua?) y segundo, que

a,= 0 (zpor qua?). De modo qae el eaunciado . o" es equiva-
c

lente al enunciado a 0 c #.0".

"
Entonces La gag enunciado .6s equivalente "1 - 2x . 0 ?

tti respupsta deberd ser "1 - 2x 0 1 x #, Q", que es el mismo

caunciado qua obtuvimos antes. zPuedes determinar del mismo modo el

"aonjunto de -validez de 0 ?
x - 2

a

III
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LasmisMas dos maneras pueden Utilizarse eon ecuaciones

'fraccionarias mits complicadas.

adn
Asf, podemos resolver la ecua-

.

1 1

X . 1 - x

,o bien.multiplicando:ambosmiembros por un.polinomig

<ibuSIV, o bien escri.bi&dola primero en la'forma'

convenieate
1

1 - x

y luego"simplifica4do por reduccidn a una sola fracci6n. En cu.a

quiera de los dos

gales" de x: 0

de que x no.sAa

4leodo, obtenemos

"1 - 2x = 0 y
1

casoa tenemos que recanocer dos "valores ile-

y La,solUcidn est4 sometida a la restriccian

ninguno de esos valores. EMpleando' el segnudo
.

x
x(1 x)

x # 0 y x.0 1"; La

es f, que es, par tanto, la solucidn

= 0"

CoMo dltimo ejemplo,'resuelve.

Puesto que x 0 2:

x - 2, obtenemos

x . 2

x - 2

despugs de multiplicar ambos miem os por

que es equivalente

.soluoidn de este enuncia0o

del enunciado

Luego el enunciado

x = 2 2
x 2 iv

x 2 x - 2

0 2

es equivalente A :11X xn 2

y x 0 2". .4Cuitl es el conjunto de validez de este enunciado?

41,

1
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Coniurtto_it problemas 13 4.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

10.

Z.'

r3-4

17. La suma de un ndMero y su recfproco es

ndmpro?

1 + x

Cudl ea.el

18. (a) La imprenta A puede hacer una cierta tarea,en

hor4s y la imprenta B puede hacer la misma tarea en

2 horas. Si ambas trabajan a la vez en. dicha tarea,

zen cmAntas horas pueden acabarla?

( ) Si 19.s lmprentas A y' C trabajan juntas en la

tarea considerada y la acaban en 2 horas, z'cu

-tienpo hubiera' empleado la imprenta C para r r

la tarea sola2

(c) Las'imprentas A y B enpiezanliat tarea, pero al cabo

de la primeFa hora la imprftta' deja de trabajar.

S4 A .termina sola 14 tarea, zcanto tiempo tiene que

:trabajar A despues del case de B?
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19. En cada uno de los ejeaplas siguientss,

indisade en t6rminos de las otras.

Elemplo: ;V -.EaL. ;.

4
Esto es Aquivelente a

3 1 11(2) y -11 0 0,
h

3V B y

3
B.

es decir, a

( i ; e

) Asbh
(b). T

-(c) 'A . ih(x

hO.

expresa

S +'

+ mi

13-5. Elevecidn al cuadrado- :

§1. a = b, entonces desde luego a
2 = b2 .

ikensasque, "al contrario, si a2 = b2' entances

darte cuenta inmediatamente Ape esto no esasf.

Luego "a2 b2" y na r b"

la sviriable

aPor ciug.
a b? Puedes

Da un ejemp1o.1
no son enunciados equivalentes.

Por otra parte, podemos transformer a2 = b2 mediante %Ina
, 40

cadena de enunciados equivalentes Amo sigue:

a
2 =

a
2 - b

2
.

b)(a + Ws.
b'r 0 6 a b

a = b 41. a

b2

0

0

-b

Explica por quS cads uno de estos enunciados es equivelente al

que le sigue.
Asf,_fts2.. b211 y "a r b' 6' a -1;11

cjádos equivalentee.

son .enun-
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elevamos al cuadrado los dos miembros del enunciado

obtenemos ")12 = 9", que es equivalente a "x = 3 8 x

modo que,la'elevacidn al cuadrado.,de las miembros de un enun-

ciado.amplta algunas vecess d11:cor4unto "de validez.

CoNunto de probllithas 14.21

11.7iplica el

,Siguientes

2

eiecto que produce en los conjuntos de validez de las

ecuaciones, la elevacidn al cuadrado de tus dos miembros:

3. + 2 0

4. X r1 = 2

En'los problemas Einteriores obvio cull es el conjunto de

validez original, y no hemos necesitadb emplear el nuevo conjunto

de validez pare obterier el originale *Sin embargo, a veces cuadramos

ambos iembros de unatequacidn con el fin de simplificitr' en situa-

don 1.1as que todavfilt.no conocemos el conjunto.de validez.

Sabemos, dotho en'los problemas anteriores, que cualquier solucidn
.

ecuacidn original es una soluci6n de la\ecuacidn obtenida

.cuadrando. Pero*.iambign ..1bemos que el.nuevo gonjunto de vilidez

,puede'sv mls amplio que el original. Por lo tanto, cada solucid

de 1.4 nuevst ecuacidn tiene sat .str comprobada en la ecuacisdn

Vnal con el fin de 'eliminar 'cualquier posible solucidn extrafia

iniroducida durante el proceso de la elevasidn ál,cuadrado.

EJemplo L. 'Resuelvp 4,7747.-3 . 1.
lw

Si '-'7:777- IC = 1 es cierto pare algdn xl

2
entonces ( +. = (1) es cierto pare 1mismo x;

72.

Si x -2; entonces -ix + 3 = '+ 3 =-siiff- = 1.

ego,' -2 es la solucidn.

I S5



Efriempio 2. Revelve -OF+ x

Nuestro objetivo es cuadrar ambos miembros y obiener una

ecuacian libie tie radiciles. Traamqilo..

(-Vi) + 2(Nri)(x) = 22

x + 2x-s.icr 4+ x2
J.'

Aparentemente*, hemoi llegado a un enunciado mis complicado,

que contiene todavta un radical. ,E'n cambio,, antes de cuadrar
4

escribimos el enunciado en la forma eguivaiente

.Entoncesobtenemos

(47)2
2

0

1

4 4x + x2

O . 4 - 5x + x2 '

'0 . ix - 4)(x - 1
x = 4 6 x I.

v

Con otras palabras, si _hay soluciones del enunciatio tienenque

pertenecer ft conjufito 11,* 4). Ensayandttt.qada' Una de estas

posibili4a4es, encontramos ve 4 no'verifioa e l enunciado

mientras que 1 st . La -solfici6n es, por tanto, 1.

-Elemplo 3.. Resuelve ix1 x = l.

Otra vez podemos obtenet un enunciado Tugs sencillo cua-
.

drando. Aqutsutilizamos una propiedad de los valores absp-

lutos que deberis demostrar-en'el problema 11; N2a. x2

pare todo nemiero real at. Entcinces.tenemos la sucesidn de

enunciados;



1

( ixD2 # 1)2
2 2'x +.2x + 1

2x + 1

X sit
a

1
Por cpmprobagidn, encontramos que verifica la

2

-ecuacidn original y eS,' por consiguiente su soiucidn.
4,s

Conjunto de Rrol?lemas

Resuelve las ecuacioneb iiguientes, cuadrando:

1. . x

9

11 DemUestra qu.e: Para-todo ndmero real

ik12

12.1 La distaircia'intre x 3 sobre la recta numdrica es

mls qqe x. gesulye respecto do x.

13 Un cateto de un trifing4o rect.ingulo tiene 8 Rulgadas de

longitud y'la hipotenusa'tiene 4 pulgadat mentr qua la

suma de 10.$ dos ciatetos. Nterminaiel ocro cateto.

*



14. El tiempo t en 'segundos que un cuerpo arda. en caer,
4

desde su p9sicidn inicial en repaso, una digtancia_de

.'' l.pies, viene,dado por Vat-la f6rmula' Calcula

s .si t a 6.25 segundos y g a 32. 8
t

15. -Utilixando la f6zmula del problema 14, cietermina ulka fdrmula

que da g et tgrminos de t y s.

16.. Determine si cada uno de los siguientes pares de enunciados

con dos variables son o no equivaler;tes:

(a) x2
2 . 1 2

(b) x2 +

('c) x2 a xy 0 6 g

*Inecuacimes polindmicas

tEs (-4)(3)(5)(-6)(-8) un ndthero posItivo? ndthero

negativo? juviste que efectUar laniultip1icaci5n pare saberlo?

Cuando multiplicamos'varios Ameros'distintosIde Cero, su.

'producto es p9siti o si 1 n4mero de factores negativos'es par, y

su producto es negativo si el Athero de factores negativos es

impar. 1

Esto significa que podemos decir inmdiatawnte Si un pQli-

nomio factorizado, tal comp

'(x + 3)(x + 2)(x - 1),

es positivo, negativo.6 0 para cualquier x dado. Otug sucede

.con este polinomio para x a 2? ipara x = 0? ipara x a -1?,

lpara x = Y para x a -4? No necesitas calcular'el valor
2

del polinomio; solamente contar cugntos factores negativos contiene

Podemos hacer algo mejor que elegir 'Amos pocos puntos alazar.

Todemos determiner primero el conjunto de valores x pare los



.407.

cUales

13-6

(x + 3) (x + 2) (x - 1). es 0

(el conjunto de validez de (x+ 3)*x + 2)(x 1) . 0).

aCugl es este conjunto? -Entonces hacemOs la grgfica de este con-

juuto sobre la recta.mumgrica.

Aug podemos detir acerca cle cada uno de los factores (x + 3),

(x + 2), (x-- 1) para cualquier x menor que -3? Ensaya con

x Encontramos que los tres factokes son nimeros negativos.,'

y poi consiguiente,:su producto es negativo. Indicamos esto.en

la recta numgrica.como sigue: .

1-

-4 - 3 -I .0 t 2 3

Aug sucede con estos factores cuando x estg entre --3 y. -2?

5Ensaya con x Abora el factor (x,4- 3) es positivo,'
2

mientras que los.otros dos permanecen negativos. Nos-podemos

imaginar_a (x + 3) como "cambiandd'de negativo a poiitivo cuando
,0

x ,Sruza 73., El product° es-ahbra positivo para x entke -3

y -2. Indicamos esto con la,march "4" sobre el intervalO.

*

-4 -3 -2 -I 0 1 2 3

4
Probablemente te das cuenta de lo que va Isuceder cuando x

cruse -2 y fina1mente 1. Cuando x cruza ..2; el factor

(x + 2) -cambia de negativo'a positivo, de modo que para cualqaier

sx entre -2 y 1 hay dos factores posittvos y uno negativo,'o

sea, que. el producto ahora.es negativo. FinaImente, cuando x

so
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cruza I, el factor (x -,1) cambia-de negativo a positivo, de
manera que pare x mayor que 1 todos los factores son positivos.

-4 -2 0 1

Empleando este cliagrama final, podemos leer los conjuntos dë

validez de ciertas inecuacicines relacionadas can el polinomio.
Por ejemplo, l.a grdfica del conjunto de validez del munciado

(x 4 3)(x + 2)(x - 1) < 0
aparece a continuaci6n. Es el conjunto de todos los.ndmeros

para los cuales el producto de los factores es negativo; a saber,
el cortjunto de todos los x: tales que

x4.-3 6 -24 x
4Cull es.el Conjunto de, validez del enunciado (x + 3)(x + 2)(x - 1 )>0
Dibuja, su grfifica. laY del enunciado (x + 3)(x + 2)(x - 1) '0?-

Para determiner er conjunto de validez de

x2 - 3 -4 2x ,

prixnero pasamos a la inecuaci6n equivdnnte con 0 en e`l lack

x2 - 2x 340.
Luego factorizamos el miembro de la izquieFda ex factores polin6micos

de primer grado:

(x + 1)(x - 3
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Procediendo como antes, obtendrcmos el diagrama:

dewrion.waavaliwiroNmolmor.

WMI

13-6:

el conjunto de validez d la, inecuaci6n 4 2x.,

,
-tiene la Sfica ssiguiente*(puesto Tie el producto de los factores

(x 1,)(x 3) tiene clue ser negativo.o-cero):

4rwrirsilimParol111111---
3. 2 0 I 2 3

-gste es el conjunto de todos ,x tales que -1 X 5. 3

-Conjunto .de problemas: 13-6a

f. Utilizando .,la.discusien anterior como modelo, dibuja las

grfificas y describe 14as .conjuntos de validez -de las inecua-

ciones siguientes:

(a). 1.)(x + 2 ) > 0

(b), y2 < 1
(c) t2 + 5t .K 6

(d) + 2 3x

(a + 5)(s + .4)(s +.02)(s)cs

-s

- 3 0



4

,zqugl es el çonjinto de 4alidez del-enunciado

(x 2)(x,711)>0 y x:4.3?

4Habrg una sole Illecuaci6n poltn6mica equivalente al mum-

ciado del probiema 27

Hay un punto peligroso que debemos seft lar.

Sup6n que'un factor este repetido*en un polinomio una o mAS

veces,.como en (x+ 2) (x - 1). Cuando x cruza -2, hay 42p

factores del polinanio que cambian de negativos a positivos. .E1

6nwro de factores negativbs balk de 3 a l',y el producto

permanede negativo al cruzar 'x por -2. El diagrama es entonces

4.*

I I 41 I 411-

-4 -3 2 . -1 0 1 3

LCugl es el 'eonitnito de validez de

(x -14) 1) >0?

(esto es, ipara clud valores de x es positivo el °I2ncto de los

factores?) Observa que el,conjunto de validez de

i(x + 2)2(x - 1).k. 0

esel conjunto de todos los x tales que x 1 6 x -2.

pcurre si un factor entre tres veces como en

LCugl es el conjunto de yalidez de

x(x - 1)
3 < 0? -

Y de
x(x -,1) 0? 4

Algunas veces tenemos un factor'cuadrgtico, tal como x
2
+ 2,

que no puede ser factorigado y que es.siempre.positivo para todos

los valores de x% LTienen ta es factores alguna influencia.en el



'moilo de cambl.ar.el producto, de positivo a negativ&i. Lcusin, es 'el

-conjunto de -validez de

tonjunto de problemas 13-6b

Resuelve y dibuja las grificas:

1. x2 + 1 > 2x

x2.+ 1 < 0

(t2 +1)(t2 1) 0

4s - s2 > 4

5., (x - 1)2(x - 2)2 > 0

6 '('2 TY: 6) 0

9.

10.

(x 2)(x2 + 3X + 2 ) < 0

3y + 12 < y2

x2 +5x > 24

Izi(x 2)(4._+ .< 0

Problemas de repaso

Para' nada liar deiunnciados en los Problemas 1 T. ',determina si

lOs'doi evlenciados son eilniiialentei: f #.

1 x(2x + 1) 3(x

2. (x x =
77717

1 x

(x 3)(x2 + 4) = 2(x2A1-4) 3 = 2

ja_2La 3
x x

x + 2Mmaia 0
X * 2

jxl

4 x = 3

I I 2

x2 = 4

7 3

.6
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. En los problemas 7 - 204 determina el co4junto de validez de

'cada una de las'ecuacidnes:

37. 1-7.-3- = 0 ,

8.' - 3 + 3x

9. (x + 1)(x - 3) =-7(x

10. + 1)(x2 2) = + 1)

11. x(x - 1)(x - 2)

2 1

X +
-67 'X + 1
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21. Resuelve cada uno de los siguientes enunciados y construye

su gr1fida:

x + 2
(b) > °

22.- Resuelve 1,a inecuacidn

(e)

(d) > 2,

-NA 2at x - 1

y cbnstruye su-grfifica.

23. Consttuye la grifica del conjunto de validez de cada uno

4

de..los siguientes enunciados:

(0 (x - 3)(x, - t)(x + 1) > 0

(b) (x - 3),(x:,-, 1)(x + >0 2

(c) - 3)(x - 1)(x + 1)> O d x
*



Capftu10 14

GRAFICAS DE. ENUDiCLADOS ABIERTOS CpN DOS VARIABLES

14-1. El plano,numrico real

La recta numirice real nos ha ayudado a tbmar decisiones acerica
ide,relacio,nes entre ndmeros reales. (Da ejemplos de algunos caf os

en los cuales la 'heaps utilizado.) Quizis un plano-numirico real'
sea adn u1 dtil.

Hemosasociado ndmeros con puntos 'de una recta. 6C6mo padre-

mos admeros con puntos de un plan0 Considera cualqufer
pun'io P de on plano. Si este punto esti situado en la recta
nunlrica y a 'la distancia x unidades del punto cero, entonces
hay -un rultnero x asociado con P. Si P no esti en .1a recta
numirica, como en la figura 1,.entonces hay un ndmero; en este

,

3

2

-5 -4 - 3 . -1 0 I 2

Figura 1

6 8 9 10

caso 7; asociado con P en el sentido de que es el
ndmero en la recta ranadrica directamente debajo de P (estarfa
directamente por .encima de P si P estuviera por debajo de



A

k la .recta numfrica). -Este ndmero no bastipor'st solo para loca-
.

lizar a P, yabques 7 est4 en la recta numfripa y P esti 4.

'3 unidades por encima'de esta recta. Quizis necesitemos dos

..ndmeros para nombrar el.punto; 7 seri el primero de ellos,
/

! porque esti en.la recta numfrica 'qua ya conocemos. Dasde 7 -

podrtamos trazar ana segundai.ecta numgrica hasta P, una recta

'vertical con su panto cero localizado ea la primera r'ecta. En

esta recta vertical encontramos el panto P en el ndmero

que consideramos,c(ml 'segundo ndmero asociiado con P. Ast,

al putity P le be,44sociado el par de ndmeros (7, 3). Escri-,
,

bimos istol en la forma indicads4 poniendo primero el ndmero loca-

lizado en.la recta horiz.ontal, y despafs-el que espl localizado

en la recta Vertical; luego se encierran ambos entre parintesis.

Uemos asignado entonces a .P an primer ndmero, 7, y un segundo

ndmero, 3, los -.clue consideramos como un par ordenado de ndmeros,

(7, 3) pertenecientes a .1) y llamados lds-coordenadas de P.
0

.E1 primer n&ero se llama la abscisa.de P y el segundo la -orde-

;nada de P.

1 I

-7' -6 -5

.06

,

(-3, 3.5)

L(-5,-3)

,

-1 0

C 40.

AM2)
.T

3 4 5

* 14(713)

6 7 8

Figura 2

1.01.

a
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En la figura 2, verifica que los pares ordenados de ndmeros

escritos pare los puntos'P, A'13, L y Q sbn correct71. eug

rigmero aparece primero en cads. caso20 Lcull apawe segundo?. El

orden es esencial; por cansiguiente, consideramos'solamente pares

ordenados. .0bserva que el par ordenado (1, 4) no es idgntico

al par ordenado (4, 1). 4Cdmo difiere el par ordenado de Q

del de P/ iyor qug es negativo el segundo ndmero de Q?

En la figkrea71Lque pares ordenados de ndmeros estln:aso-

'ciados can los puntos E2 Ci K, y D? 4,Que par ordinado estS

asociado con el punto 4 de,la cta numgrica? .Este punto se

llama el origen y estS asociado con (0, 0). Podemos considerar

que el segundo ndmero del par ordenado indica la distancia por'

encima o por debajo de la recta numerica1. 1,Que parks ordenados

estfin asociados con los puntos F G? Prop& una'afirmacidn

general aperca segundo ndmero del par ordenado asoiiado con

un punto cualquiera localizado en la recta nuaricit horizontal.

Sitenemosvariospuntosdaun plano.; y una sole recta
1

numgrica h9rizontal, LhabrS algdn modo e disponer nuestra,figura

de menera que podamos determiner lo pares ordenados aeuximeros'

asociados con los puntos sin tener que dibujar.un segment° (de

recta) vertical desde cada punto asta.la recta numerica hori-

zontal? Para este propyo utiltzaremos &Tel cuadriculado y

dibujaremos sdlo una segunda recta numerica,'Pasando por el origen
4

y perpenaicular a-la priMera recta nuarica. Si marcamos las

unidades de.medida en estas dos rectas, cada*una de las cuales

se llama unlit de coorden (las, la red,del-Papel cuadriculado
4

nos permitirfi elegir rSpidamente los ndmeros apropiados de un

-paf.ordenado.

En la figura 2, 6serva que S y T no tienen las mi mas

coordenadas; la,primera coordenada de S es 1, mientras que la
IL

de T es 4: Las coordenadas de S son el par ordehado da
-

I.

t



.%

,

namerOs ,(1., 4), ml.entras clue ias 4 T son el Ntr ordenado
. ., .

(4, _1). Eli ,11,a par aparecen los' intsmos,nifultros, per. Qiio. ,:pl
*

* s

.4113den s ,diferentp,' los' pares. ord!...nid6s,sbn diferentqs.
5

Zgrees qUe es'.sxempre .cierVo qUe tos 'junto's, 413. vrentds"''de
slun piano no pileden pener Ipas smiswas coo,rdenadas?

ft

,Conjunto
1

de *cproblemas 14-la
1*,

9.

Eoribe' los paret ordenados de ndmeros asociados- 'con los
puntps A a 14 qxe aparecen en la -4* tguiente figuri:

a

1

4.

vin

a

311111113111111111011111111111111111MER
111111.1101111111111111111111011111111110

IIIIIIIMIIIIIIIIIUIIIIIIIIII
MINIM 111111111111111M1
111=111111 EWER

1111111111111111111111
FIE

1111111=1=11
1111111111111111111 0 IIIIIIIIIMII
MIN MEI a. a 1111111111111.11

NM IUM1111111111.111111111111
11111111111111111111111111111111111111
1111111111111111111.1111111.11111111 111

111111111111 111111311111111111
11011311111111MINEMEMEM
3311111111111111m simmum

'FigurA pAra elTroblema 1

9

MEI

Las cueFo pirtei eni.as males las rectas numgricas divider}
el *pl,ano. se llanian cuadrarites .) . Estos cuadiantes se numeran'

.
en sentido cqntrario 'al Mouimiento de las agujas del rel,

.-
-

-,

q
--como en la ftgiara del problema 1,. empekando con el cuadrante

/1.41a esquina suterior clerecha .donde ami?as coordenadas son
PogiiaV4.:p. ziEn'qu g cue ran,tes ,estalki*locallizados /pis puntqi

4. , .
. ,

.. hue. tienen 'sus dos ncoordenits iguales?

A.

+b.
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Localiza cuatro puntos cuyos pares-grdenadoS cienen ordenade,

igual a -3. Considera todo eos puntos; igUS figura.

fortlian?

*IDernde estSn situados todos: los puntos cuyos paies ordenados

tienen abscisa iq Describe este conjunto ,de puntos-
a

Fijemos nuestra atenci6n ahora en os nlverOi mls bicen que.
..'

en lbepuntos. Elige oualquier ndmero yeal como el.priner nimerd
4

. .

de un par y luego elige qualquier namero real como el segundpc - -. '
.

. iyodremos asociar con cada tar ordehade asf elegido, un punto del:

piano? WO el par ordenado (-3, 1),szpodrfis i:hcbntrar un punto
i.

, 3 . .

'del piano que'tenga estitS Coordenadas? gxplica c8mo locallias
/. ', .

el punto. 4Corresponde todo par ordenado a un'AIntoi)or lo manos?

'A un punto olamente?

agstt claro que para cada nunto del pl hay Olo un par
f ft

ordinado de nameros.rgales y qui para cada p'ar ordinado hay sfto

un punto? .

t.. Conjünto
de,pr6

oblemas 14-lb.
. Utilizando.los ejes de coordenaaaa que desies, localiza lost

s.'

lpunto'asociados. con los sijuieptes pares ofdenadOs de ndmer9s:.

t
G(5, :3)

4? H(..,4, 5)

C(0
i ,

..

T(-4, -6
',

D(-7, r1) 7(-6., -4)1 .

E(-4, b) K(0
,.

, -
. .

.. . . a

7(o, o)
. .

. g- ih- o)
, 0 .

..0

7

1.



*

2. 'En la figura que dibujaste Paxa e. problema 1, Lieran

idgnticos los puntos G y LPor qua? LSeran tdanticos

los puntos I y 1,Y K y L?

,Con referencia a un sistema de ejes coordenadoslwarcalos

1
.puntos con coordenadas: (2,1),'. (2, 02.

7'
(2ri. podrfas decir acerda de todos

estos pares ordenados de ndmerois? DeAdribe el conjunto de

tilos los puntoS cuyos pares Oidenhdos tienen absciia igu4l

a '2.

Si 14calizaras varios puntos cuyos pares ordenados MIgan

ordenada igual a 5,...06nde estarfan todos esos puntos?

Con referencia a un sistema de ejes coorddnados localize

odho puntos-que tengan sU piImera coordenada igual a la segun da

-

Si pudieras localiiar 'todos 1cA puntoS con esa propiedad,

Lqua figura fftmarfan?

Consicteremos elitovimidntd sigulente de todos los puntos de
(

. un plano:.Nlov.emos calida punto con coordenadas (c, d)-hasta:

el punto con coordenadas (-c, 4). Describe esto enagrminos

de tomer opuestos. Otra manera de ver esto es considerar

que se.haown giFar ios puntos

..del'plano media vuelta alre
(-1,2) o s(L2)

dedor del eje y, como Indica7

la figur,a pare et problema.

g:ontestA

g untas y

a que se

las situienter pre-

localiza*ios' untOs

reEieren las partes

(a) ifiet quep-untb

(21'1)% (2,

0); (0c

2)

Figura p!s;ra el problema 6

siguientes coordenada

1, -1)1 (3, 0),

an los puptos cot

-1,

(0, -1)



.(3) 1,Qus puntos van a4os .puntos Andioados. en (a).2

(c) IA Onde va el punto (c, -d)?

(#) zA d8nde,va el punro (-c, d).?

WS p,Unto va a (c,, d )?

(f). ;Aug puntos no caiabian de posici8n?

Suponte que mavemott Un punto con coO'rdenadas (c d) hastoa

el punto (c + 2, d).' Esto puede considerarse .cbmo un

movimiento de todos los'4).untos .del planb 2 unidades hacia

la derecha.., Conteqa las siguientes preguntas -y localiza

todos los puntos menZiongdos en las partes '(a) y (b):

(a) 1,,A gal puntos van ios plintos con ias Taguientes coorde-,

nadas?

(1:3.), (71,4)). (-2, 2), , (0; -3),. (3, 0)
(b) 04.4 pimtos van a 'los puntos ikiicados en (a)?

(c) I,A qug Tunto va (c d)?

(i) Aug gunto v a a .

(0 nu; *puntos no cambian'de posici8n?'

.

.14-2: drificai de enunciados,,abier'tos don dos variables
Me , 4 . . ,

ISia#4gnamo1,3 los valopes, 0 y -2 a las variabl!is del
. . v - .5

evemciado ,a\bierto

obtendremos entonces un enunciado cierto? IA cull de /as varia-
,

%les. le asignaste 0? zA cull -2? 1,11abrit doss maneras dife-

rentea de Atignar estos valore.

4

3y, + 6 = 0,

Pa ra evitar este tipo de confusien, vamos a convenir en que

siempre que se escriba un enunciado abierto con dos variab

se indiqui cull de las variAbles se ha de considerar primerb

Cuando las variables son x, 12* como en el ejemplo anterior,
siempre se considerarl primero la x.

a's

-;
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Con este acuerdo, estamos preparados para examinar la

relacidn que hay entre un enunciado abierto ,con dos variable's

.ordenadis y un par ordenado deAerOs reales. En el conjunto
.

de los pares ordenados de ndmeros reales, cada par tienf un

primer ndmeroque asOciamos can la primera variible y un segundo

ndmero que asociamop con la seiunda. De este modo, un enunciado

abiert6 con dos variables ordenadas se comporta como una criba:

separa el conjunto de todos los pares ordenados de ndMeros reales

en dos subconjuntos:

(1) el conjunto de los pares ordenados que hacen ciertb el

enunciado

y (2) el conjunto de los pares ordenados qUe hacen falso el

enunciado.

Como antes, ilamaremos el primer conjunto el conjunto de validez

'Adel enunciado,

Ahora podemos contestar la pregunta del primer pirrafo

etpecificamosel par ordenado
o

(0, .:2). gertenece este par

ordenado al conjunto de los pares ordenados que hacen cierto el

enunaaao

3y - 2x + 6 0 ?

4Pertenece el par,ordenado (-2, 0) al bonjunto de validez?

Up par ordenado perteneciente al conjunto de validez de un
enunciado con dos variables se'llama una soluadn del enungfado

y se_dice'que ei par ordenado satisface'al'enuncihdo. Si

tomamos a r como'la primera wmiakg, cties son algunas solu-

c. clones de

r + t?
.

5

N41*

Oatisface a este enunciado el pavordenado

.(-3, .unast,soluciSn?

-3) iEs

4
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'Si tomamos a u como la primera variables acugles son

algunos de los pares ordenadop del conjunto de valid4'z de

# v = ?

4Es .(-1, una splucidn de'este enunciado? 4Satisfacea este

enunciado el par ordenado (2,-1)?

En todo 4ste capftulo sao utilIzaremos eomo variables a

x..y. a y, para asf3oder concentrar nueftra atenci8n en las pro-
.-

piedades de losenunciados con dos varia bles en un cierto orden.

Pero consfrecuencia en el iUturo 4ergs que se empleanbtras

e4gl se tollia.

variabl,s, y entonces tendrgs que Aecidir sfeOpre
#

primiro.

Ray otro detalle importante que deltmos ,sefAlar. *El enun-

ciadó "y m 4" :puede coneiderarse como un enum iado en una

'41

7

variable, y, .0 como lin enuncivado en do variables ordenadas
... ,- 4 1

x, *y,. .Decir qu? "y = 4"'es un.enuncia con dos variabfes
.

.4gnifièa que "y = 4" es una formaabreviada'de

:(0).x + (1)y k.
>

4Cugles son algunas de las soluciones:de este enunciado?
., . .

' podrfai clecir de,todov4rrordenado vie sat,i,sfaga

'"Si
ftx = .4" eg un enunciado con dossvar.iables

. -

11,
OE -2" es una forma abreviada de.

1,QuiS podrfas..decir ac

este enunci*do?--

0.),x (0)y =

aqui
a este enupciaclo?'

entonces

erca de tode p4rdenliao'lue
kg

Coniunto de problemas
_

-DeScribe el conjunto de validez d4 cada uno de 10e slguiente-s

enunciados abiertos en dos variables ordenadas x, yr

(a) Y

(b) ?C. 0

4

,-(c)

(d) 3

-3x

.1
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4

2. Halla cuatro poluciones de cada uno de loe siguientis

enunciados abiertos:

(b)- y .7 2 4: x.

Para cada une de los enunciados del pro4ena'2, halla dos

pares ordenados que no satisfagan a dichb enunciado.

(c) °A3 x2

Cd) Y n
*1

4.. Para dada/un6 de los enunciados del problema 2, localiza

con referencia a un sistem de ej'es'coordenados los puntos

cuyas coordenadas san las,pluciones que hallaste. Utiliza

un sistema de ejes coordenados distinto para cada parte.

410

1Cecuerda que todo punto del piano tiene' asociado can dl un

.par de namerds llamados sus coordenadas. Vemos ahora queun

enunciado abierto con dos variables ordbnedis'no siSlo separa'el

conjunto de pares, ordenados den4meroS'an.dos subeonjuntos, Sino

que tambidn'separa los puntos del lila= en dos subconjuntos:
4

'(1),' El conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas

satisfacen al enunciado, y

(2) .todos lds demds puntos.

Como antes4Jlamamos al, primer conjunto de puntos la grgfica dal

enunciado.

1.

. Wos interesard aprender qud figura en el plano seig la grgfica
.. . ...:, .

de cualquier enunciado dada. . Como un ejemplo, ensayemos con el
4
Ipunciado .

-,,
.

2x - 3T4*-- 6 ... 0. ',of
,-

. . . , .

Podemos ver.con facilidad vacias.soliuciones, talet como, .

0,. (); y (0,.- 2). Trata de obt4n,pr algianas otras soludiOnes.

Observe Tie sprfa mgs fgcildgte&inar soluciones escibiendo una
* , ..

ecuacidn- equivaliate ea la ,qui, 1.ez' figure sole en el miembro

4
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3y . 6 .

-iy = -24 + 6

4y ... 2x - 6

14-2\

A este d timo enunciado le llamamos la forma.,en 2 del enunciado

Ahora vemos que podemos traducir 2x - 2" en
3

enunciado lingiifsttco err tdrminos de las a scisas y ,las ordenadap
,0

de los puntos de su gr ca 3:. "La ordenada s 2 mews que ..t.. et .

la abscisa"

. Como tomaremos 3
dela abs6isa, es mgs fg41- calcular order..

-nadaS correspondientei a abscisas que sean tindlti.p14. de 3. Si
4a

la absciSaips 3, la..ordenada deber4 ser 0, papa, ;qua att,Ytengamos

una. solusien. 1Por q1 Si la aba4sit, aai -6, tacuirl serg
,

ordenada? Prosiguiendo, podemos hacet una..tabla de pares ordenados
A

. qua satisfagan al enunciado:
,

..x.
Y

Llena los madras vactos.

.1

t's a

9
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Figuri :3 4

En: la ligura 3, los'puntos (-6, .7.6), (3, :0) (9, 4)

.parecen ester en una rec:ta. aarecen tqmbidn estar'en este

recta.los demgs puntps cys poraenadad'ePcontraste en la table

de soluciones? .De.aquf surge una pregupta: Si dibujamos una

recta pasando por estos .puntos, irencontraremos en elle; todos ,\

los puntot "cuSra.oidenada sea igdal a 2 menos que 2 de su 44%

4 4

.,abspisa"5 A4priigg. debemoi pieguntar: Es todo punto de este

. recta un punto con "oidenade igual a 2 menps de la .

abscise"?
k4

i.Suponte gut to6moS un punto que Wresca eStar en la recta,

tal:Mo,el,punt6 4,',eri la figUra 3: j..as c;ordenadas de ese
. .

pUnto sön 0,-2): itatisfacen eitawcOordenadas a la ecuacieln

22t..,3y'.1 6, ? ..1
i -

testate 'en edi,q, que las coordenadas de todo punto de
-------,-.,.

recta satisfacen a le'ecuaci8n 2x -.3y - 6 O.

este
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Cuando decimos que una recta espectfica es la grSfica de

,un enunciado abierto particular, veremos decir'que las dos

pTeguntas anteriores se contestan afirmativamente:

4 (1). , dos 'rulmeros en un pierto orden satisfacen a un .

en ciado, entonces son las toordenadas de un punt°

de 1 recta;

(4 \Oi un pun.to'estl en la recta, S4s,coordenadas satisfacen,

al enunciado abierto.

'Ast, pues, la recta quemuestra la figura 3,es la' grifica del

enunciado

2x -,3y - 6 = 0.
*01:

Podemos hacer lo itlisIII0 con enunciadOs abiert9s., tales como

3y+ 5x - 11 = 0., 2x + 5 = 0,' -8y 1- 1 = 0, etc:, y en cada caso

4legarga la conclusi8n de que la grgfica es una recta.

isto sugiere que el siguien-OB enunciado general es cierto:

Si un enunciado abierto es de la forma

+ By + C = 0,

donde A,,B, C AWL ndieros reales, y por

lo menos,uno dp los .dos, A 8 134 es dis-

, tinto de 0, entonces su grlfica es una

recta; toda 'recta del piano es la grifica

, .
de un enunciado abierto de esta forma.

Sabemos que todo enunciado abierto tiene una grificaypospe-
.,

chamos que toda gr4fica esti asociada con un enuneiado abierto.

-Desde luego, aliunos enunciados abiertos pueden tener gritficlits

que no contenw punto alguno (grifficas vacfas)y:otrqs pueden

_tener grSficas que cubron regionps del piano. MSs adelante

estudiaremos tales enunciados.

00,
s.A0

1
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Conjuntode problemas 14-2b

1. gginde estgn localizados.todos los puntos del piano can
,

ordenada -3?

2% Con referencia a un sistema 4e ejes coordenados, locallza el

conjunto de puntos cuyas coorderiadas satisfacen a cada una

de las siguiekittes ecua,,ciones; es' decir, los puntos cuyos

pares de coordenadas perteznecen a los conjuntos de validez

dvlas ecuaciones:

(a) y 5 .

(b) y,O (d) le . -2

1 .

liCugl es una ecuacidn cuya grgfica es el eje horizontal?

4,Cug1 es une ecuacidn cuya grgfica es el eje vertical?

3. Con referencia a un sistema de ejes coordenados, halla los

puntos pare los cuales

(a) la abscise de cada uno es igual al opuesto de la

ordetuda. Utilize todos- los pares de ndmeros reales,

posibles que tengan sentido ,dentro del alcance de

tu grgfica. .Con referencia a los MiSMOS ejes, localize

,A (b) los puntos pars los cuales la ordenada es igual al

doble de la abscise;

(c) los puntos pare los cuales la ordenada es el opuesto

del doble de la abscise.

AuS enunciados generales concernientes a estas grgficas

puedes proponer? Escribe enunciados abiertos pare cada una

de las grgficas construidas.

4. Con referencia a un -sistema de ejes coordenados, construye

la grgfica de .pada una de las siguientes ecuaciOnes:

(a) r3x,

(b) y . 6x

(c) y =ix

.(d) .y 7 -3x

(e) y -6x

-(f) y



Qu
Icaractertstica todas

las
1grificas del (a) y e (.:1)?

(b) y el mismo/ cai\icter?-;

(f)?
,4"

14-2

en comtin?, %Celmo difieren

LTienen las grificas de
laa grificas 'de (c)

Coa raferenpla,, a un slate= de 'ejes coordenados, construye
,

e 44entifica la'grifiCa de cada una de' las biguientes

ecuaciones:

(5) x 5

(b) zax

(0) 231.-1- 5

,

C8mo'difieren' 1as rifleas de (a) !y de (b)? Ly

grificas ce (c). y de '(d)?; laa de (e) y (f)? , LQui

poditas decir'a-c;rca de "las grificas 'de (a) ,y de (b), y

Imo

tambiAn de las grificas de (c) .y .de '(d), que no sea cierto

para las gri.ficas de (4: y (f)?
4

Con referencia a un slate= de ejes cootdenadoa, kmaliza las

_pontos cuyas abscisas son

-2, 1,O, 1, 2,. 3
''.;;AN

respectivamente, y'..para cada uno de los cuales la ordenada
*b

igUal a 3 veces la absciaa. Estn estos. puntos% en una recta?

Localiza'ahora los 'puntos qua tienen astas mismas, abstisas,

pero para cada uno de los cuales la ordenada .es,mayor qua 3

veces la absclaa. Astiri .aa una racta estos nuevos pantos?

-Asti cada uno de ellos erielma del punto correspandiente del

primer conjunto?
l.ospuntos en el primer conjunto .satisfacen al enunciado

y *. 3x
...mientras que los del segundo conjunto satisfacen al enunciado

,

#y 3x..
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Coniunto de,problemas 14-2c.

1. Con referencia a un sistemi de ,ejes.coordenados, indica el

conjunto de pulitos,asociados con los paiep oraenadosfcle

ndmerOs Ara los tuales la ordenada ef igual a dos Imidades.
* -

a

ms que la abscisa.

ANNE:a-este conjunto?

siguieVies enunciados, abiertos:

Aud enunciado abiert.o puede 9scribirse

gonstruye ahora la grifica de los

(a) ..y4) x +' 2 ; , (b) y Z.- x +,2
. t.

'

V3erS posible construir las dos grSficas coa referencia al

mismo sistema de ejes &ordenados?

Dado y. = lxi. En este enunciado, LppdrS y sdr n4gativa?

Ascribe las soluciones para las cuales las abscisas son:

-3, L1, 0, 11, 2, 4. .
Dentro de los mSrgehes de tu papal '

cuadriculado constrUye la grfifica del enunciado abierto

y =

411 los problemas 53 y 4;

a.

a

Escribe da'enunciado en la forma pn
;

Para cada pcnaci8n halla por lo menos tres pares

ordenados de ndmeros que la satis gan. (4Por qui
,

no necesitamos mgs 4 dos pintos par,al-epr4sentar

., grificamente la recta? . Como comprobacidn, convicie

1

\ obtener otro punto.) J .

(iii).- ,Construye la grSfiv ProlongIndola tanto dbmo sea

posible. ,
.

. L

ton referencia a un sistema de'ejes coordenados,'constrwe'
,

la grSfica de cada uno de los siguientes enunciados:

(a) 2x -
000,- al: -I- 3y = 0.

(b) 3x - y = 0 x y = 0.'

(c) - 2y = p (f) x. + 7 -' 0

LQuS podFfas decir acerca de las grificas de -todos estos

enunciado s abier to s t

S.
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Con referenbia a un sistema 40 ejep coordenados, construye

la grfifica de cads: uno de Ios siguientes enunciados:

(d) . 3x - 2y =

.(e) 3x' - 2y = -12

(a)3x-2yo.u.

(b) 3x -'2y =,6
(0) 32; - 2y 12

Au$ podgests declr acerca de las grSficas c]e todos estos-

enunc44tdos -abier s?

Con referencia a sistemas diferenteide ejes'coorden4dos,

construy4 la grifica de cada.uno de los siguieutes enunciados

abiertos:

(a) 2x - 7y = 14

(b) 2x - 7y > 14

(0) 2x rry 144.

(d) 2x - 14

Con referencia a un sistema de.ejes.coordenados, construye

la grgfica-de cada uno de los siguientes enunciados:

(a)' 5x - 2y = 10 (a) 5x + y=.3.0
(b) 2)5 + 5y = 10 (ci) 3x 6

AuS punto parece estar en tres de estas rectas? .4Satisfacen

sus cOordenadAs a.lds emamciados,;tbiertos asociados con

.J
-estas tres rectas?

Can ieferencia a un sistemt de ejes coordenados, Imstruye

la grSfica de cs.dauno de los siguientes enunciados:

(c) 3x 4-2y . 5

(d) - 12

(iy 2x - 3y . 10.

(b) + '=
-

6

Construye las grificas de los.siguientes pnunciados abiertos;

(liana por io menos diez pares ordenados que satisfagari a'

cadS ecuaci8n.)
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s(a) y = x2 (c.,) y = x2 +

(b) y -x2 (
1

44) = x

zSon rectos las gr$ficas di estos enunciados abiertos?

-Cdrao difieren estos enunciados Aiertos de los que conside-
-

ramos en problemas anteriores en este capftulo? lPodremos

decir que 1A *411.ca.de'todo enunciado abierto es una rcta?

4
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Figura 6

*9. En la,figura 6 se constru'yeron doi sVstpm dg e.les
,

coordenados, coma se indida: los ejes 4.1;1 iY) y 19P

ejed )(a, b).
. ! / // ,

'(a) Para-cada uno de los puntos P; 1 *de las coorde-

na4as con respecto a cada 6is4ema de ejes, ,domo se
,

indica a cpntinuacien para'el unto P:
.

?unto -.(, b)

.
.

. .

4,- 2)
1

-1)

. ,

_

P 7



(bY Halle las coordenadas-con respecto a los ejes

Iv

14-3,

(a, b) de losqopntos cuyas coordenadas con respecto

a. los ejes son:) (5, 751i, (73, -4); (-1, 0);

(-3 5). /

104

14-3. Pendientes e intersecciongs con. los eles coordenados

Cpn referencia a un sistema de ejet coordenados, construye

las graicas descritas a continuaciOn en las partes (a) a (10.:

(a) Los pares ordenados de ndmeros pare los cueles.la

ordenada es igual a la abscise. ,

Completa%le siguiente tabla de manera que todos 1 s,

pares cumplan la cdnd On propuesta:

1

_

3 6

_
.
0

,

5.1
.

Abcre une mediante rectas los puntos sucesivos.

parece ser -cierto 4cerca7de t.odas jstes recias?

i.CuSles de los puntos dados en la table no estSn en la

recta clue pasa por los puntos (-6,.-6) -(6, 6)?

4EstS el yunto (8, 8) en esa recta?. Prolonga la

rgcta en ambas direcciones, todo lo poqible.

LCuS1 es el enunciado abierto que describe

este grSfica pare todos los puntos del plano? 1.011uS

relaciOn hay entre los fingulos formados por este recta

y los ejes vertical y horizontal?

(b) Los pares ordenados de ndmeros pare los cuales el

segundo gi el opuesto del primero. Complete ke

siguiente* table:

1.9G
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x' -4.3 2.5 .6.1

, -..

Y 5.1

illodrfus determinar, sin tener que becer.la

algunos pares que cumplan la condigidn? Si puedes

hacir esto mentalmente,,no mecesitarSs la tabla siempre:

Oodas dibujar una recta pasando por todos sios.puntos?

Proldngala en ambas direcciones, todo lo posible.

40441 es el-enunciadkabierto que.describe esta

recta? Mmo>difiere del enunciado abierto de ia recta

en (a)?'

(c) Los pares ordenados para los cuales la ordenada es dosi'

veces la abscisa. Trata de c9nstruir la grIfica sin

emplea; una tabla de pares de ndmeros.

.Para dibujar esta griffica y,,cada una de las qua siguen, eons-

truyetuna eabla si es necesario. En cada'caso dibuja una recta'

prolonandola todd-loposible; de modo que incluya los puntos

que cumplirn la condici$n, y,escitbe un enunciado abierto'que

describa la grifisa.

.(d) Los pares ordenados para los cuales la ordinada es seis

veces la abscisa.

(e) Los pares ordengdos para lost auales la ordenada es tres

veces la abscisa.

(f). Los pares ordenados para lo'cuales la ordenada es igua

a. la abscisa mulciplicada por -6.

(g) Los pares ordenados13'ara los cuale*s Ia. ordenada es igua

a la abscisa multiRlicada por -3.

d."
sir
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. (h) .Los pares ondenados para los cuales Is ordenada es

, la mitad de la abscisa..

(i) Los pares ordenados pare los cuales la ordenada es el

opuesto de la mipad de la abscisa..

(i) Los pares ordenados para los cuales la ordenada es nn

% sexy) de la abscisa.

(k) Los pares oranados para los cuales la ordenada es el

opuesto de un quintode la ab;cisa.

Coniunto de problemis"14-3a

Refi$rete a las once grificas que acabas de construir y a'sus

correspondientes enunciados para contestar las siguientes preg4ntas:
4

(Ten en cuenta que cads uno de los enunciados que escribiste estg

en la forina ea y.)

.1. Haz una lista de los coefilientes de x en los linunciados

abiertos pars los cuales las rectas esan entre las'grifficas

de "y = x", "x 0". Ou$ observes acerca de estos coefi-

cientes?

Ha'z una lista de los coeficientes de x en los

gbiertos pars los cuales las rectas est$n entre

de "y 0", "y = x". Ou4 puedes debir acerca

coeficientes?

3. Haz una lista de los coeficientes de ksv los

abiertos pars los cuales las rectas esan eitre

enunciados

las grgficas

de estos

enunciados

las grificas

de "y m 0", "y -x". ellu4 puedes decir acerc,de estos

coeficientes?

4. Haz una lista de los 'coeficientes de ic en los enunc'It1os

abiertos pare los.cuales las rectas estgn entre las grgficas

de "y -,-x", "x - 0". Omitpuedes decir acerca de estos

coeficientes?
ot
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lCugl crees qde serta la,posicift dela grgfica:de cfda UDD
de los sivientes enunciados abiertos:'-y'= .0Ix,

5 5x: 24x -25x 1y %56x, y a.. ----x y y """'"""3 y ?
1 ' _12 24, I

6 una lista de datos acerca dd uti conjunt6 de recfas qae con-v

tienen el origen, exponienda en ella la relacidn qtr hay entre

la p9sicidn de cada una,de las,reCtas y el correspIndiente

coeficiente de x. (Notaa Un punto estt en, una y una.

redta caneiene un kunto si la recta JEmajaar dichoi 21E1k.)

Oug podrtas decir acerta 4e las grgficas de las ecuaciones. A

'de la forma "y = kx", *donde k es un ndiero real?

tgad sabes
.

acerta deg.a grgfica-de "y =,ke ciiando k
.,..

es positivo? 'i,Cugndo k es negativo?' LCuando .k estg entre
,

0 2*1? lCugndo k .s'1? leugndo, kz-l? LCugn o .1k1->.1?'

1,Cugndo kf < LCugzido k es 0?

Eialos.problemas anteriores hemos considerado enui4ciados

aBiertoi cuyas agficas son rectas que pasan por el o igen,,y en el'

problema 7. vimos que la direccidn de una recta tal A determlna
a

*a base del coeficiente de x..-Consideremos ahora al Aas reptas

que p6sibleMente no pasen.por el origen. Con referen ia almismo

sistema de ejes.coordenados, construye,la grgfIca de/cada Lint') de
. .

los siguientes enunciados abiertbs:

2 2(a) y x
3

(b) = .5x + 4'
3

y --x ,7 3

=,
-.Tara construir la primera de estas

necesario hacer una tabla de valores.:

2la ordenada debe ser -- de la absgisa
3

fgales de iocalizar, podrfamos elegir

valores de x. Al construir la-grgfica del segundo enunciado

grgficas no deb&ta ser .

Siiiplernete baita notAF que

. A fin° de ob,Oner puntos
V

mdltiplos de 3 'para los

A

debemos dprnos cuenta,de que pita erlo.Olo hay qut sumar, 4 'a

t. .
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cgda-uria de las ardenadas de la ptimera grf1ca 6C8m podrfamOs
1

.ahallar las ordenadas de lop puntos de la grgfic4 e1 tercer enun-

ciad*Ip?

LCugles .son las coordenadas de lo's pantos en ciue las- rectas
.

(b), y (9) interSecan el' eje vertical? i.yes**"alguna rela-

. ,

ciSn entre esos puntos y las ecuiciones (a), (b) y (c)? Diremo's

aue. D, 4 . -3 son las ordenadas en el' prigen de 'sus respectivas

ecuaciones. Los puntos (0, .0) ' s(0,- 4) y ,(0, -3) son las inter-
. ,

sel.cciones con el ti.t. 7., de las reipectiyas rectas. .Explica" cOmo
.

' -

3
2 . I

se podrfan obtenek las' gr4icas .de "y = --x 4. 4" y'de "y
. 3

,
.

con solo mciver la grgfica de "y = jx Observa que nuevo el

coeficiente de x deterrnihala direceidli de lgs rectas, mientras

qde 1/). s ordenadas en el origen determinan sus pósiciones.

"t
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.

Escribe dos enunciadot 4biertos teldi que el valor absoluto'
.i. , .

de la ordenada
s
en el oriken'see igual a 'Et,.- y el coeficiente de

. , \

2
x sea Construye las.gritficas de estos enunciados abiertos,.

3 .

En.las figures que construiste en lla primera parte de este

seccidn, todas las rectas teafan el mismo punto de iniersecci4n

c6a el eje y, y diferentes direcciones. Decimos que:

La pendiente de una.recta et el coeficieftte de, x

en el enunciado correspondiente puesto en la forma,

en 7. Es dl ndmero'que determine la direcci8n de

la recta. -6

La pendiente puede ser p6'titive, negative '8 0. aard qad

posiciones de la riectit es negative l.a pendiente?, ligual a 0?

LCufil es la pendiente de la recta x = 2? 4Podr1 escribir'se en

la forma en y la ecuact8n x = 2? Recuerda clue s8lo las rectas
b,

no verticales tienen'pendientes

En la figura 8 tenemos una reeta que es 14 grgfica de

"y *' 3". LCu41 es la pendiente de este tecta? La recta.

pasa por los puntos- 2, 2) y (4, 7). Wriffcalo. 4Lesprde-

nadas de estos puntos son 2 y 7, respectivamente, y la dife-

ren4a entre estas ordenadas es 2, o sea, 5. Las abscises

de los puntos son 2 aiy 4, respeetivameate, y la diferencia entre

ellas es 4 - 2, es decir, 2. SI dividimos la diferencia entre

las ordenadas por la diferencii entre las abscises, obtenemos

pl ndmero

.

4 - 2 2,

;Pero es la pendiente de la recta : Cbasideramos la difekencia
.. ,

entre las ordenidit como variaci8n vertical, y la diferencia entre

las abscisas como variaci8n horizostAl al pasar del punto (2, 2)

punto (4, 7). Ast,

I

221
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variacidn wrtical .:7 5

777-aglia3373=Ea ,4 4 2

Mate en el orden observado al hallar esas diferencias: Si el

primer nAlmero en el:6.1merador es 3.a ordenada 7 del panto (4, 7),

el primer ndmero en el denominador tiene queser la abscisa. 4 del

mismo punto. Oa valor hallartamos pare la pendiente si emplegra-

mos.la orderilda y la abscisa del punto (2, 2) como el primer

amero del numerador y el primpr ndmero del denominador,respectiva-

memte? tOmo se relacionarfa este valor coa el clue acabamo3 de

encontrar?

Ahora podemos demostrar que la razan de la,variacidn vertical'

a ta varracidn horizontal al%paiar de un panto a otro sobre ana

rect& serf siempie la pendiente de la recta,

202
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Teoreaa.l4-3. Dados dos'pntios P y L de una

recta no vertical, la raziln de'la

variacidn vertical a la variaaid&i

horizontal, al pasar de ? a Q, es

la pendiente ae la recta..
,

*Demostracidn: Considera la recta-no vertipal cuya ecuacidn es
4 !A3c+By+CQ, B 0 0
(2,Por qud debemos hacer la restficcidn B 0'0?) Escribamosial

ecuacitIn 'eh la forma ea y:

y =

Tenemos que, por definicidn, la pendientepe estl recta e!

Ahora, consideremos dos puntos P y Q de este recta con coorde-
a

nadas (c, d) y (a, b)., respecttvailente. Como eetos dos pantos

estgr# en la recta, sus coordenadas satisfacen a la ecua6idn de la

misma dando-los enunciados ciertos

Aa + Bb + C 0

-Ac + Bd 4- C 41I

Si restamos.los miembros de estas dos ecuaciones 'obtenemqs el'

enunciado cierto

A(a - c) + B(b d) =

-Esto puede escribirse como

b d A
(LPor qu4?)%

a - c

Pero b d e la .varj.yidn vertical y -a - c es la .variaci8n

horizontal al p r de P a Q. Con esto queda demostrado el,

teorema.

tCugl es la pendiente de la recta que contiene los puntos

(6, 5) y (-2, -3)?2 iy la qae,contiene (2, 7) .y-.47, 3)?

2 0 :;
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Balla la pendiente de la reeea que pasa.por cada un:o d 1.os

siguieates pares de ptintos:

y.. (6 2) .

y (83 3)

3)

(b) ,3)

(c) (8, .6)

'(d) (3,. -12)

(e). (4; 11)

(i) (6, 5).

(g) (0, 0)

(h) (0, 0)

*

t
y (-4., -1)
y 10)

ly (-1,'-2)
y (6, 0)'
y -12)

y-

4

1

3MMMEMMMYMMIMMM
MEMMMEMMMEMMIMMM
MMMIMUMMM
EMMEMEM
EMMENUM
MMMMOMIMMEMEM

MEM (6
2)_dad

mummeas
MM MINIMMIMM
MPEWEIMMEM

mmq
MERMAMMEMM

_3)

=EOM:
MIMMIMMMMMIEW

I I
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.En la'figura 9 obkervakos.que la.peadientl de la recta et

ct seat 1- .k 119deshos comprobarlo contando los cuadritos,
13

37astencontrambs ve #esde (-7, -3) haste (6, 2) hay 5 unidades .

.

.ae variaci8n yert4Ay 13 de variati6n horizontal. Si tuvidramos
0 .

mgs informa6i8n, esto es,,si :supi6ramos cuifl et la ordenada en el

.prigen, serU,pbsible eicribir el enanci,* abiert6.4e esta*recta.
.

.

.

Ea la figura 10 pbservamds sque_la recta capiiene los,puntos

K-6, 6) .y (03:2), ICamesta informacidnspdemos deidrminar-que,la

-,'(-11 8 .4.
:.pendiente es

6 r = - ,= - -0- Entonces sabemos ,que y E. ..'
'(-,6) '.- 0 , '6 3' i N\. .

es 3fa ectlacidnde una recta con la misma ptadiente de la fisura-10,

pero que contiene &arisen. Vemos.que la,ordenadweri el arisen .,
/

% . .

de la recta de la figura,10 es -2; pot lo tanta, su ectiaci6n es.

%--
Ity --4 2" 4,Cugl es la ecuacidh de uda recta paralela-a la,

. 3 ..

.3

de la Agata,1071pera que con4ene el punto, (0, '6).?

IIIIIIIIIIIIII1
MEUMNIMMINEMMINIM
MINIMMOMMOMEMMEMMOIMMVOTIMME
MMENsimOM MOM=
IIMMOMMINM MIIMMEM
MEMMMEMINCEMOMM.
MMEMEMEMO MEM
111111111111110111102111111
IMMMINIMMIMMEMME
MMEMEMMEENSIMEME
MINIMMINIMMINIMOMM
MEMOIMMEMMIMMOIMM

Figura 10
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A.*

Con _junto de problems 14-3c 4

zeuSl'es la emacidn de una'recta tque pasa por el. punto (0 6 ) Y
4

que es 1)ara1e1a a la recta cuya ecuacitIn es y 2?'

4041 es. la ecuaci4n de una recta paralela a y
4 - 2 y
3

que confiene el punto (0, -12)?

aCuil es la pendiente de todas las rectas paralelas a
4

Y 3

I

4 4

4CUil1 es .1a,pendientewle' todas las rectas paralelas
*a

y
,

.

. .0
3 0

, ..ilfit,
Cu$1. e,s la ecuacitIn de una recta cuya gendiente es - -5-. , y

cuya ordenada en el origen es -3?

101111 es e enunciado abierto de una recta que pasa Ror (4', 11)

'y (2, '4)4y qua* corta al eje y en .(0', -3)?

eg la ecuacie&i de la recia title pasa por 6) y (-5,

.y cuya.ordenada en el origen rs igual a 0?-,

Veamos,-ahora cdmo pendiente y la inte;secci6n con el eje

y pueden iyudarnos trazar rectas. Supongamos que una recta tien*

penaente -
3
2 y ordenada .en el. origen iguar a. §. Tracemos la

recta y aderas escribamos su enunciado abierto. Para cs struir la

grtfica empezamos en el punto 6) en- que la recta ca rta el. eje y.

Entonces utiltzamos la pencti*ente para localizar otros puntos de .

la recta.

V.
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a

El heCho de que la pendiente sea - It nos dip.e que elegidos3

dos puntos particulares.de la recta, st la vaiiacidn vertical entre

ellos es -2,'la variacidn horizontal es 3; entre dos pu*tos

particulares de la recta, si la variacidn vertical es 4*, la

variacidn horizontal es -6, etc. A ontinuacidn 4aparece una lista

dd algunas de las posibilidades:
Wt.

Variacidn ertical V-ariación horizontal

42 3

-3

4 -6

-10' 15

En, todos:los casos..la razgia es - 2'
1

Si 'tomsmos como und de los '''

dos pantos el punto (0, 6), que sabemos estS en la recta, podemes

hallar otro punto movandonos. '3 unidades a la derecha y 2 uni-

-dadds hacia

(abajo;

otro punto se encuentra 3 unidades a la

izquierda y 2, unidades hacia.arriba. Este procedimieato se puede..
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repetir tantas veces ,ccrao- se, desee, olkeniendo' est rApidaRent,
varios-pUntoS par los.auales podemos trazaK 14 xp.gta. Escr*be

grenunciado abierto'pare esta :recta. iCemo hubieramos elegido
los Puntd-4* con respecto a (0,. 6) .si la pendieate .64413. LCuS1

. 3
es el enuncfado ab4rto pare este recta? . . .

. .. ..
liCull serf la foNta deAa ecuacidn de Una rec*ta que no tiene ,

AL.

.pendiente? LCuS1 es le yendientse's1e 1a t'ecta "x ..= 2"? ICuil. es
. .. .

v. la lecuacitin de la recta que pasa-po (.3, 4) i. que no, thane pen- '.
. . ..

,.dientet . . i
. ..

Conlunto de problemas 14-3d .

,Con referen'cia At. un 'sistema.- de ejes, coordenados, elize el panto
(-6, -3) y pasando por dicho punto,

construye la recta cuya pendiente ICuAl 'es la

ecuaciln de este recta?
(b) construye la recta que pasa poi .(-6 3) y que no tiene

pendiente. *LCiagl es la ecuacitIn de este recta?

. Construye cada una de las siguientes rectas:
(a) Pasando por el pun-to-K-1, 5) y con pendtente igual a

2
'

(b) Pasando por el .punto. (2 1) y coependiente 1.gual a
1
2'

(c) Pasando por el punto (3, 4), y coiPpendiente Igual a 0.

(d) Pasando por el punto (-3, y coh.pendiente igual a 2..
.1

(e) Pasando por el punto (-3, -4) y sin pandiente.
(Lqud tipo de, recta no tiene pendiente?)

Coniidera la recta que contieae los puntos (1, -1) y (34 , 3).
zEstarg eiesta recta el punto (-3, -9)? (Sugerencia: ,

Determine la pendiente de' la recta que contiene. los puntos
(1, -1) y (3, 3); luego determina la pendiente de la recta que
contienelos puntoss (1, -1) y (-3 -9).)

SI
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#

3.

-LQu4 tienen:en comdn las rectas cuyos enunciados abiertos

son IIy =

Au4

soa

Od$

y =i5x" fly ny

iienen en:colen las'iectas cuyos enuaciados abiertos-
, i
lac.'-' ya It 1.1.4c 4. 4n ..,

. ,

tienenien:coidn las rectas cuyos eaunciados abiertos

3x
.

311 11.,. 311 'Idly ILE 3n ?
k Y '4 ' 1 6 -

(d)) auk tie*I.,e. comdn 1s rectas curs eilUnciados
i . i . : : .

. ...
abierto0

son ,= IP'. "ix y 3", "2x-F4Y 12"?
2 4'

'Paya .mostrar que tu respuesta 'es correcta, traza las

gx4ficas-de las tres rectas:

Dadas las ecuaciones,
.

(a) 3x f Ay ,. 12 (b) '2x - '3y .. 6

'4Cu.11 eq la ordenada en el origen de cada una? Constraye bAs

grfica Escribe cada una de Jas ecuaciones en la fortaa,en y.

. LCuA1 'es.1a pendiente de Oada recta? Comprufibalo, con sta

grifipa.

EscODe.tada una de las siguiotes ecuaciOnes ea la forma-ea y.

Utilizando lf.pendiente y 1,a intersecciln.coa eleje y,' constra-

la,grUica de cada una de lap rectas.
. .

(a) 2x r y 7 (c) 4x -I- 3y - 12

(b) I 3x - 4y 12 (d) 3x- - 6y 12

zEst4s segUro dp que las grilffcas de estos enunCiados abiertos

son rectas? iyor qu4T

Escrit'i la ecuacian de cada Una. de las siguientes rectas:
,

sk IA pendiente es --. y la-ordenada en el origea es2
0.

, 3 .

(b)..La pendiente es
,

-4- y la ordenada es

4

-2.

(). 11.a,pendi:ente es -2 y la ordenada e. origen es
3

)9



(d) La pendiente es -7 y la ordenada et el. origen es
.

(e)' La pendenteIes" m y ordenada en el ori&en .ee b.
zPodrg estribirse en es0 f6ritia la ecuici& de-toda
recta? 4.Qa sucederg en el caso de, las ecuaciones de't

los ejes coerdenados?
Dados los puntbk(01.9) y (3 4)Ly ltt recta que los contiene
lcugl es la Oenc4ente 'de 109. recta?* Ougl es su ordenada.en el
ortgen? .EScribe'la ecuaci& de la.recta.. N 1." 1

9. Escribe la ecuaci& +ft la rectauya ordenade en el oriRen,esir
* 7"y qua contiena el Punto (63 8). 10111 es la pendiente de la

recta? aPuedes escribir la pendiente come ° ?6 - 0
LCugl es la ecuaci& de la recta que contiene loi puntos (-3,

y (3, --4)? Si (x, y) es 'un purito de la misma .iecta, vent.;
. , ..\.;

Ace. que 'la' pendiente tambign es' --Y--=- L : Verifica tambidn.
. x (-3) .

que .

.7 - (-4) ' y. ..
es la ,pendiente. 1x - 1 2 J)son

nombrei.diferentes pare la pendiente, demuestra que la ecuaci&

sie 1a zecta es "y + 3)"%:. Demuestra que- tambi4n

-puede -escribirst coma + 4 = (-1)(x 3)".
-Escribe.las ecuactones de las reetas tete pasan por cada uno

d. los siguierites pares de, Puntos: ,(Trata de utilizer el
ileto o del prOblema 11)para las partes (e) a (h).)

y (-5, 2) *(-.3; 3 ) Y (64 0)
ib) (5, 8) y (b, -4) (1) ,(-34.3) 'y (-54' 3).

-fc) (0, -2)' y (g) (-3, ..1) y (-3, 5)
(d) (5,'-2) y (0, '6)

1.

(h) (4, 2) y% 1)

Todo polinomio de primer grado en .una variable . x, de la forma
"kx + n", donde k .y. n so'h ndmeros reales* se dieo ser
lineal en x. 4Se llama lineal porque la grgfica 41 enunciado

abierto "y = kx + n" es una= rect La grgfica :ae "y kx + n"
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4.

& . .

se llama Tamban 14 Imafica del polLinoniA2 "15x + laP., Gdristruy
,

. .

Alik gaficsi a, cads sun° de los siguienteepplinanios llmealesi
. a ,

2 . .

.(a). 2x. - 5. :
, ,

, ,
(c) .--k 1 1

, .

..
..

.. q
-.r.' (b) -2.x + 1- - (d) - -='-x + 2

11 2,
1 -- .

S.
- 1-2

.Considera un rec;tangulo Cuya longitud-es 3 unidaties maYor que

su anchura w.

(a) Escribe una expresidn ea 4C duyo valor para cada valor
/

de 14 es igual-al pprtmetro.:del rectangulo. /Es Ssta

' una expresi8n lineal c4

.(b) Escribe una expresOn en. ,w para el area aei- rectfingulo.

/Es $sta una 'expreS'idn lineal ea w?
. f

*14. Considera un ctrculo de diametro d.

(a) Escribe una expresi8n ea d para la longitud de la

circunferencia. lEs Ssta nna expresidn lineal en d?
,

/Opud sucedera a la circunferencia si se duplica el dgramet

/Y si se.reduce-a la -mitad? Si c es la longitud de la

46!.

circunferencia, /qua p3dras4decir acerca de la razdn -517
d.

/Cdmo cambia el valor de II cuando se altera el valor

(b) EscribA una exprepidn an, d para el Area de la regi8n

circuf o Ael dlso6r. /Es esta expre4idn lineal en d?

/Serelineal ea d2? Si A 'el area del disco, Lqad*

lt puedes decir acerca de la raz8n 'Y acerca.de la

A
d 6

A
draz8n -71 lCambiara el valor de la raz8n cuando se'

d d
'Aaltera el valor de d? figambiar1 el valor de --- cilando
d2

. se altera el valor de .d?

*15. En el caso de la expresidn lineal particular ,"kx", se dice

que el vaAor de la expresien varta de manera directemente

Is2221sioneal al alor de.la variable x. El coeficiente k
V

se llama la constante .de proporcionalide El valqr de la

S.

211
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expresida kx2 se dice que varta de manera directamente

on 1 'al cuadrado delvalor de x.

iparta en pr?porcidn direpta con er dilmetro la

longitud de ulna circunferencia? LCuil seri la coastante

de p&porcionalidad en este-caao? Varta ea proporcida
4

con el diimetro ei irea.de un disco ? zY con el

cuadrado del difimetro? LCuil seri la co#stante de

proporciorralidad?.
4

-

0) Coa r4specte'a 'una.grifica, 11 y varfa proporcionalthente'.-
. .

411, Aud:significa la constante-de prOylercionalidad?

(c) Si la constante de proporcionalidad ep negativa,- &qui

puedes decir acerca de la manera como varta el valor

de la expresidn cuAndo se cambia el valor de la-variable?

(d) LC1141,serfa la forma de una expresidn en.una variable

x tal que el valor de la expresidn varte de modo direc-

tamente proporcional'a'la ratz cuadrada.de xl
,

16. Un watomdvi1 vi.ft,ja con velocidad constante en una carretera

recta. Si t es el tiempo ea horas transcurrido desde la

salida, escribeuma exiresidn en t cuyo valor sea la dis-

tancia recorrida ea millas. zEs es4 expresidn lineal en

4Varta de modo 'direttamente proporcional al tiempo la dis-

tancia recorrida? 4Cdmo puedes interpretar la.constante de.

proporcionalidad en este ejemplo? Si sabemos que el.autch-

mdvil ha recokrido 25 minas al cabo de 20 minutos, Lcugl

es la coastante de proporcionalidad?

En el caso de una expresidn de la,forma- 1, se dice qae el

valor de la expresida varfa de modo inversamente.2roporcional

al valor de x.. El ndmero k -es la constante de proporciona-

lidad.

(a) Construye las grificaS de los enunciados\abiertos:

4.*

1 1 2

Y 573 Y-=

21 -
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4

i ( ) Si asignatós a la variable x, valores positivos,
)

crecientes, lqud.podrfas decir acerca de los valores

- de
k 4Sergn crecientes o decrecientes?, lEs
x

,

tanteel que .1c sea positiva o'negative

*4.8. Un rectgnsulo Ulna grea de 25 unida4es cuadradas, y

longitud de uno de sus lados'es w linidades. *

(a) Escribe una expresii5nen w p4ia la longitud del'otro

lado.
N

) 4Es dste tiki caso'de variaóidd inyersa? 4Cugl,es 1.zi
., ..

constante de Proporcionalidad? .

(c)' Construye la grgfjca, de la expresida en la parte (a).
r

ia1111611M aMOMINiandila 10baaafeiaaaaNaaNlaa

*14-4. Grgficas de entriciados abiertos 4.1e contienen solamente*

eateros

ALl'construir las51gr4ficas de eaunciados abiertos, deb:mos

tener ea cuentaque todo punto de una grgfica.estg asociado con '

alg&par.de ndmeros reales. Suponte queconsideramos un eaun-

ciado ea'el cual loS valores de las variables'estgn restringidos

A ndmeros enteros, de

la grgfici tiendn que
.

manera que las doordenadas de: los puntos de

se2enCeroS. 4Qud forma tendrta tal grgfici
k

.Pridero considerernos los,ejes coordanadoa. iSertan adn,

rectas? Parecen ser conjuntos de-puntos tales como (\p, I), (0, 2:

(0, 3),-etc., ya (se los valores'de las variables-estgn restrin-i

gidos a eateros, r tal vez quisigramos distinguir los ejes para,

tiles caSos de los ejes cooidenados pare todos los ndmeros reales
)

Sin embargo', una serie de marcas redondas podrta canfundirse coa'
1.

la grgfica mismag por lo-tanto, 1.1Aamos una serie de rayitas

I.

para cada eje.

oat
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Tigu±a 12

111.

14-4

4Cull es el enunciado abierto asociaao con la grgficade.
'

la figura 12? Para determinarlo, primero observaaos que la
4

grgfica solamente incluy4 puntos cuyas coordenadas sOn enteros

y segundo que cada ordenada ds el opuest9 de la abscisa correspon-

dfente. Esto lo pOdemos enunciar itsf: "y = -x, donde x; .y son

enteros tales que -10 4 x 103 < y. 410".

*X*

,*

a
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111111111111111111111NMEME11111111111MIN
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Flgtira 13

. En la figura 13, los plIntos se extienden mgs allkae los*-

lfmites del diagrama, -Observa que no hay puntospara x

= 2, x = 4, x = -1, ni iara algunos otros valores de x,. Si
f.

suponemos 'que, todois los puntos estgn en una recta, camo estos

puntos parecen indicar,,Lqud observas acerca de la ordenada corres-

pondiente a, cadeabscisa? EscribirfAmos pi enunciado abierto:

"y = 21,donde x,,y son Anteros". qud no puede ser la,abscisa

154
isual a 1 6 2?

%.
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Considera la figura 14. Para este co4tj4nto de doce,pantos

no parece habt.r enunciar abiertb simple- alguno. ...4Podrgs

describir las licaitacionis impApstas a las abscisas? zigu4

14-4

macit5n podr4s hacer acerca de las ordenadas?

imilimimmlii
MINBEI

119141011MOM
1111111111.111

sumiiimmaa
1111111111

III
a

Figura 14

Estas prol3redades se pueden exponer .en un -enunciad2 abierto

comp4eso ast: ,!'1 x <6 I y <5, dOnde x, y son enteroe.

Obse*rva que pn este caso la conjuncidn deb eaunciado compuesto-
1

es .1.; observa iambi& que boa puntos cuyas coordenadas verifican ,

el enuxiciado son sfto aquellos que,pertenecen a los conjuntos

,de validez de la dos partes del enunciado compuesto.

174
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Figura 15

En la figura 15, la situaci& es diferente. Wawa gad eaun-

ciado abierto describe este grgfica-. Las tres files horizontales

de marcas redondes 'podrfan.ser la grgh.ca del enunciado:

"3<y 47, donde x, y son entecos". Entonces escribimos un enu-r-

ciado que describe las tres., columnas verticales de marcas:

x... 5, donde x,. y son enteros". El enunciado abizto que'descti

ei conjunto total de puntos es "14 x 4.5 6 3 4y <7, donde x, y

son enteros". titre manera de enunciar esto serfa: "2.x 4 4 6

y A6, donde 'x,y son enteroe'. 'Observe que ''en este Casco la

conjunci& es 0, y que la grgfica incluye todos -los puntos pet' te.,

necientes al cortjunto de validez d cullquiera de las dos paxttes

del enunciado com?uesto; o a ambos conjuntos.,



Contunto de problemas414-4
.

Con referencia a sistemas diferentei de ejes 9oorden)dos-.y

para x, y enteros, construye' lavgafiga *de ,..,adaa-..ino isde los
,

siguientes:

(a) .y =

'(b) y. = 3x -

, (c) Y 21. 2tE +

Con referen4a a .sistemas difireates ;de e. j9 c4ordenados

construye las "gficas de. pada Unt?- de

(a)

(b)

(g) 5 mitf6 8 LS yt 3; donde

25: donde 76 <A 6
21

-3 < x 2 y, 02 y 4 1, lende

33 4 x< 2 84 -24' y 1, donde

(d) 5 x,6
Es cribe un

los siguientes:

k, y'son eateros.

x,* y. son 'enteros.
x, y son enteros7.

y 0, donde. x, ,y son enteros:,

enunciado abiertá corapuesto cuyo conjuntb de

validez sees {, (-1, 3)1.

a
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Escribe enunciadoq abiertos coos conjuntos de validez

. los signientes eonjuntos de. punios:

REMEMEMEME
MEMEMMEMEM==========
EMEMEMEMEM
EMMEMOMMEM
EREMEEMEME
ME= MEE==ME =MEME= 12 MOW
MEEMEMEMME
EMEMEMEMEM
EMEMEMEME
EMENEMOMME
MEMEMMEMEM
MEMEMEMEME
REMENEMEME
MEEMEERMEM

(c)

MEMEMEMEUEME
WEEMEMMEMEME
MEMEMEMEMEME
MENEM= ME==MEM= EREE
EMEREMEMMEME,
EMEEMEREEME
EMEMEMEMMEME

.(b)

MEMEMEMEME
MEMEMEMEME
MEMEMEMEME
EMEMEMEMEM
EMEMEEMEME
MEMEMEMEME
IMEMEMEMEM
MMEMMOOME
MEMEMOOME

MMEMEMOOOM
EMEMEMEMME
MEMEMEMEM
EMEMEMEMEM
EMEMEMEMEM
MEMEMEMERE
MEMEMEMEME
MMEMEEMEME
EMEMEMEMEM

(4)

MEMMUMEME
MOMEMEMEM
MOMMEMEME
MEM =MEE
MEM MEE=
MEM KRIM=REIRES=MENM
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Con refer.encia* a sistemas diferentes 41,,eejes coordenados,
construye las grificas 4e los siguientes:
(a) x + 5y =, 15, donde x, y son enteros.
(b) /x + .5y = 15, donde x, y sod ndmeros reales.

2,En qug difieren.las grgficas_ de (a) y de (b)?
Nombra salgumn pintos que estin ei una de las grgficas
pero no en la otra.

- (c)
. .

x + 5y = 15, donde 'x, y Aon ndmeros racionales. zEn

qud diftere este graica de las dangs? (x y) es
till punt() de la recta x + 5y = 15. y. si ademgs x es
rAcional, mid pueOes decir acerca de y?

I'
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14-5. Grgficas de entinciados abiertos g Scontienen el valor

absoluto

Considera la ecuaci6a "'xi = 3. Este enunciado es equivalente

al eattaciado' "x = 3 6 -x aQug forma teadrfa su grgfica?

Prim o considera 1.a grgfica (14' "x-= 3". La gallica de este man-
.,

ciad abiertç es. una recta paralela al eje vertigal y a tres uni-

aad s a'la derecha del mismo. La grifica de "-x = 3" es una,

ada recta parafela al eje verti6a1 y a .tres unidades a la

izquierda del. mint). ror lo tantot la grgfica completa de lxi =
A

ConSiite en oto$ rectas q...te son las grM.cas de ..ux ='3 "-x= 3",

como mabstra la figula 16). Describe y construye las grgf

(a) lxl=5 (b) ixl = 7 (c) fyi 2 01) (yl = 3

iaPara qug valor de k sprg la grgfi6a de 1x1.= k una sola recta?

V

to

5).

A

Figura 16'

22 (1

4.

trt
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Figuri1.7

Contidera la gafica del enunciado abIerto-11

Este eaunciado es equIvalente a '`it

.

t

x 3 2 6 -(x - 3) = 2".

sau$ forma tendrfa su grifficV P#mero consideremos el endnciado
abierto x 1= 2, cuya grgfica es una fecta paralela al ele
vertibal y a cinco unidades 41a derecha del mismo. Lhego,

%observe que-la grifica de ":4(t 3)'m 2", es decir,.11e "x... 1",
.

et una rectit'paralela Al ejeiiertical y a l'unidad Ala derecha
del mismo. Por lo taato, la grolficalcompleta de

consiste'en dos rectas, una que es la grAfiek de
t #

otra la de "x = 1", como muestra la figura 17. in el dibujo,

comprueba que,una de eatas rectas es$ a dos unidades a la derecha
Ae x = 3, y que la otra estate dos unidades a la'izquierda de

,t

"ix
5" y 3.a

x = 3. RecuerAa que ea la recta nuairica,, "ix - 3 1 = 2" sighifito
que la distancia entre x'je -3 es, 2. \-

a

223.
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Conjvnto 'dt 4.problemaS 14-5a

vs

2.4-5

Con Tefereacia a sist9mas Oiferentes de ejes coordenados,

construye la grgfica de cada lipa de los siguientes enunciados

abiertos:,

(a) 1x 41 . (d)

1Y - 21. 3 -(se)

(0) 17'1 5

-Con.referencia a sistemas diferentes de*ejes toordenados,.
1

construye la grgfica de cida uno-de los siguientes enunciado.s

-abiertts:

(a) lx1 > 2

:(b) lx1 2

(-0) lxl<5

3. Coa referencia a sistemas diferentea ü ejes coordeaadoa,

construya la grgfica de cada iino de los siguientga:
#

'(a). y > 2x 4

(b) <

(e) 3-frx -

.(d)1 y 2at - 1

a
4

a 411

Coa referencia a sistemos diferentes de ejes coordenados,

construye 1ft grgfica de cada uno de los siguientesi

(a) 2x y > 3

(b) x 2y 4

(c) x7 2y 4

(d) 2x - 3

Escrie los enunciados dbiertos 'correspondientes a lairectas
aii

(1), (2), (3) y (4) que aparecen'en la figura siguiente.

Observe cle (4) es realmente un par de rectas.

P.".0

4
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Figura para el. problema 5

'Construye un par de ejez coordenadost. Con referencia a esos

ejes, localiza tres 'punios perteneciens a Icada uno de los.

conjuntos descritos a contintlacidn. En cad& caso eraza una

recta pasando por los tres puntos.

(a) La seguAda coordenada del par ordenadoles do& veces la

primera.

(b) La segunda coordena.da del par ordenado es 5 as que la

mitad de l primera.
a

.(c). La segunda,coorsleaada del par ordenado es la mitad le la

primera.

La:.seg4nda coordenada del p&x,ordenado es el opuesto'de

la primera.

2?, 5



14-5

Cop.sideremos el enunciado abierto "y = lxi". Sea x post-
tivo negativo,.lqud es cierto acerca del valor absolute de It?

Entances, para todo yalor da x, excepto 0, lqad es cierto a6rsa%

da y? Para x x 0; .zcudl es el. valor de y?

r x _-1 0

[ ixi

,

En la figura 1,8 observamos algo nuevo para nosotros: 1.a grdfica

del enunciado simple By = reslikta.ser los dos lados d un
N.

t

''Angulo recto. 1,Sabes pvr qud es sdste un dngulo recto.? allay(;.algana

ecuaci$n simple cuya grdfica consiste en, dos recta's que no formen

un Angulo rectip?- S4gieri una.

IMINIIMINI1111111111111,10
Ell 11111111111111111111111. 12

eillI111111111111111111111011
111121111111111111111111111MIIMINE12111111

111111111mmillS1110111111
1111111111.1111111211111111111111

III 111.10m110113111111111111
11111111111111100M1111111111111

x

I 1

Figura 18

=
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Conjunto de problemas 14-5b

Con.referencia a Sistehlas diferentes de ejes coordeaados

construe la gafica die dada uno de 1os siguieatps:,

4

(a) y 21 (d) y .,-21x1

7,. iix (e) x = 134

(c) y .1x1 (f) x = 1-2Y1

Con referencia a sistemas.diferentes de ejes coordeqados,'

,donstruye la grifica de dada uno, de lbs !iguientes:

(a), y 12d, 4- 3

.(b) 1x1

(a) y 21x1-+ 1

(d) x . )y1 + 3

.(e) x = 21y1 - 1,

(1) 'Sr =(t-lxi 1

) ,. ..I.--.

3. Con referencia a sistemas4difereates de ejes coordenados,.-
t )*

coastruyé la grfifica de dada uno delos siguientes:
4

(a) y 70 1 21-

(b) Y = ix 4- 31

= 21x + 31

.(d) Ix + 31-7

(,e) y = x 11 + 3-

iCtimo podrfas obtener dada una de lps grUitasten lo pro-

blemas 1 (c), (e),2 (a), (b), (d), (0, 3 640 (b), (4)
,

mediante la rotacida o la traslacidn de las grifidas de

y.. fxl S de x =.13111,- Efemplos:- La grifida de "y =1x - 211 '
,.

,

puede obtenerse trasladando Ligrifica de "y = jx1" dos

unidades hacia la derecha. La.grifica e "x = -1y1" puede

rar a grfidaobtenerse hacienda gi lg de x = 1alrededor
,

k
yrr

del eje 3r. La grSfica de "y = lx1 -; 7" puede obtenerse trasi

dando la gritfica'de "y = lx1" 7 unidadea hadia Abajo.

abe
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14-5

4456$ forma' tendrg la gigfica de -Ix! iyi = 5? Primero

hagamoi'una table. 'Suponte que empezimos.cons las intersecciones'

con los ejes.' 'Sea y = 0 2 hallemi)sialgunos .posibles valores

de. x 'que hagan ciertO el enunctada. 'Lutgo asignemos a x

el valor .0, y obtengamos algunos valoreS de y. Ahora hallemos

otros posiblesvalores. Supdn que x = 6, Iqug podrfas decir

acerca de.los pOsi.bles valores de y? Si x = 3;:entonces

4'3) iyi".2; ziug posibles'valores pOdrfa tener y?

Comeleta la table que apareCe.a continuacidn y despugs,

construye la grgfica. iCdmo dpscribirfas la 'figura?

-a -1 0 1 1 3
_

5 3 3 1 0 0

_ ,

Y
,,

0. 2

,

Y. 0

. ,., .

0

Podrfamos escribie cuatro enunciados abiertos que

tengan la misma grgfica, siempre y cuando limitemos los

valores de x:

x+y=5, y 0 x 5,

x y 7 5 0 4 X 4 5,

-x + y = 5,, _5 4 x 0

yit5, y -5 4 x 40.

Con referencia a un sistema de ejes coordenados, construye

-las.grgficas de los cuatro enunciados anteriores . zPor qug

fue necesario restringir los valores de x?



:14-5

*6. Con referencia a sistemas diferentes de eje$ coordenados,

S.

coilstruye la grgfica de'cadauno de 1.03 sigui,entes;

(a) ix( +j > 5 (c) .1x1 4: iYi 5

(b) iYi < 5 e (a) 171 t 5

'-
Raz una table de algunos valores que.bagan cierto el enum-P

ciado abierto

ix! = 3

y 'construyeja grgfica del mismo. Como en el problema

esciibecuatro enunciados abiertos'que tengan la misma

"D.

229

a



Problemas de repast?

Para cada una de las sigutentea irificas escribe su emu--

ciado abierto:

(a)

(b)

4
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Construye la grnica
abiertos:

"(a) ax

(11)

(o) < T.- 5
(d) > a
(e) xL5
(4%) x y'=

*01

MMOOMMEMME
MINIMMEMEM
MEMMEMMEM

MMOMMEMOOM
MMEMOIMMOSM
NUMMEMOOMM
MITOOSOO

OSSIOOOM
UM IIMMAIMME
IIMMENAMME0
MIMMEMEME

e cida un6 de los iguientes'enuncigdos

(ES) abtl IY1 = -
(It) 3y 2x r

..(1)

.%r 2 = 0

37

4,

.Dibuja un sistema de ejes coordenados.y .destgna?.os (x,""y).
Pasando por el punto (2-, 1), dibuja otro par de- ejes (a, .b)
de'manera que.el eje . a sea paral.elo al eje x, y el e'je
b. sea par4elo al eje y. Con refeancia'a los ejes (x, y),.
1ocaTttaI.O;s7st 3 -3- 11(z52 3)';
D(0, 3), .-EtO, -3), F(-5, -I), G(-4, 11(6, 0), .I(-6, 0),
1(2, 6): Raz tine tibia de los. valone:& de las coordenadas de

o cada uno de

(a) y 3(-4) +.4

estospantos respect° 'a los ejes (a, b).

(c) y fr3x 4:10 - 3

(bY 3r-= -(33+ 4) (a) y 3(x 2) + 4
Or



IMEMEEEVEIGEMZIEVIEI
51215EGIEUMMEMEEEMEMUME
IMMIENEMEEEMENEVAIEEME

uaia

EMINIMEMElowirAmiEEE
EMMERKSIIM MEMPAREEMEI
EEMEEEEEL. marimmimm
EEEEMEEEMIESIVAMMEENE
MEEKMEIUMMEESSEMEME
EMINEEINEREEMEEIMMEM
EMEMMEMEEMEMEMMEMM.
EMEEMEEMEMPAEMEMMIIIMbh-

mommaravrassimimaw
IMEEMEEMEEMMEEMMITAE
EIMMEMEFAIEEMENEERIME

MEMIMSEEMMILIEIRAIME
EEEEMITAINIMEMMILI PI MIMI
EMBEEMMEEMirammuum

rigurapea el problema 4

Determine dos ecuaciones-para.cada Una de las rectas de la

figura anterica, una caa'referencia a los ejes (x,.y)

la otra'con referenciefa los'ejes (a,,b). (Observe que

15. consiste en unzs de recces.)



Figira pare el problema..5

Si el. punto, b) est$ situado en el segundb cuadrante,
.Les a positiv,a?

(b) Les b* positiva?
(c) t Si.las coordenadas de P, Q R tienen misaths

valores absolutos que Iaabscisa y'la ordenada de (a tb
4,1

halla las coordenadas de. P Q y. R en arminos de
a

Si (c, d) es un parktp en el tercer cdadyante, en qud
cuadrante-estarfi el*punto (c, 1)?; Lel punto% (-c$ d)?;

punto (7ex -d)?
*7. .Construye la grifica de "y 3x + 4"*. LQug le sucede- a este :

dfica cuando su ecuacian se trantforraa cow sigue?



Construye la grfifica de

Alb

2' xi". Determina la ecuacitIn

de la grdfica resultante de cadauaa de las siguientes

transformaciones:

(a) Se hace.girar la grdfica media ralta alredeflor del eje x.

(b) Se tTeslada,la.grdfica'3 unidades.hacia la derecha.

(c) Se.traslada, lawAfica 2 unidades hada la izqUilrda.

(d) Se trasiada.la grdfica 5 u4dades'hacia arriba.

'(e) Se traslada la grdfica .2 unidades hacia la derecha y

4 unidades hacia aba3o,

.
(a) Con referenbia a un siatema de ejes, construye las

grdficas de:

2x + y 0,

6x+ 3y - 15 7. 0.

Oud podrtakdecir acerca de estas dos Axdficas? ANorA

examina las ecuaciones. &CtImo po4fas obteaer la

segunda ecuacidn de la primera?

Para cualquier ndmaro kdistintó de,cero, Lqud podr.tas.

decir acerca 4e las grIficas de

+ By + C mi 0

kAx + kBy + kC 0?

-(c) 4Con qud condiciodes serdn las grificas de

By--iL-G-7,==- 0

Dx By + F 0

una wises rectal Si las gedficas consisten en la misma

recta, mid podr as,decIr acerca de las razones

A B- C ?,

D E. F

23°%.) if



(a) ton.raterencia a un sistema de e es 2 construye iks

grdficas de

x --4y - 12 =

32 = 012x - 16y
a

Aug podrfas decii, acerca -de estas dos grdficas?,

acerca de los coeficientes de x, y en estas ecuacione4?

(b ) podrtas decir acerca de las grdficas de

Ax + By + C = 0

kAx + kBy + D =.0

pare cualquier ndmero k distinto de -zero?

(c)* 4Con. qug concliciones seri% rectas paraleres las 'grfificas

de

Ax + By) + C

S.

Dx + Ey + F = 0?
.. 4,

Si las grgficas son reras paratelas,,zqug rezones iguales

obey eatre los coeficieates?

11. Construye las grgficjas de las ecuaciones:

(a) 7u + 3t - 4

(b) 2s - 5v -

iDependen las grdficas de la eliaccidn que'hiciste pare la

primeri variable? Explica por cog hablamos acerca de enunciadOs

con dos variables ordenadas.
,k-

*12. Sufibnte que'movemos el punto con coordenadas (a, b) haste el

punto (a, -b).' Describe esto en tgrminOs de opUeS:Itoitl

Descrtbelo en tgranos de una roteci6n.. Contestalts siguientw_

Treguntas, y localize los puntos a que se refieren as partei

ka) 37' (1))

23 ?'



van los siguientes:

"

.(0, .5), (0, -5) ? z.

CO, LQug'puntos van a los puntos indicadOs etr ha) ?

(c) LA qug punto va (a,

(d) LA qud punto vft (-a, b)?

(e) LQug punto va a (a, b)ii?
(f) Lgud puntos no cambian 4:4 posici6n?

*13: gapaate que ropvezios el-p

el punto (a - 3, b,-1- 2).
todos los punt del Plano?

y localiza. los puntos::.

(a) . LA glad puntos van los siguientes:1 \

nto con coordenadas (a, b) hakta
podrfas.-obtener esto-inoviende

Contestft Xits siiuient4s preguntas

(1, 1), (-1, -.1), (-2, 2), (0, -3), (3, 0)?

(b). Aug' puntos.van a los puntos indfcados en. (a)?.

(c) LA qug punto va (a b 2)?

(c1.) 1,44 punto va it

(e) plug puntos no cambian de posicidn?

(f) Describe c&no se overin los puaos si el, punto

(a, b) se mueve haata el panto (a, b 2).

6

a

9



Caf4tulo 15)

SISTE3i1pS 4.0.ECQ#CIONES Y DE PIECUAcIONES

Sigtemas de ecyaciones

4.40, S LI I

En el caprtul.J3 .3 co. enzaalos in estuclio de en.anciados scompuestps.
A

Aug conlin,Aones se utilizan en estos enunciados? Etrime.ro con-
.;

sideremos ua enunciadodos clgusulas en dos variables, conedsr
tadas por la conju.acign 1!0";, pot ejeorplo,

x + 2y - 5 .=10 2x y - 1 = .0.
.Sugndo es ciegto -..in enunciado..qtke lleya la,conjulpnci& . 'oco"? -El

cDnjunto de validez (le este enunciado inclttye todos los pares .)

oydenados de admeros qua satisface n. a la ecu di6n.C.Zr+ 2y. 5
.

asf como amlligp. todos los pares ordeaados .te satisfacen a la
,

eciaaci6.n. :12x + y - 1 = 0", y la gtgfica de su conjunto de validez

e.

..ssz
el par de r,ectas que ragestra la figura 1.
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15-1

'Determine tres pares o enados de ntimeros que parteneacia al. coxi-

junto de validez de
!.x.4- 2 -

Determine cuatro pares vordenados 'que pertenezcan al conj*nta de
valez. de

2x+ y -11= 0.
4

tCutles de 'estos pares ordenados de nImetcs son eleatentos
-

junto de validez del enunciado ablerto compuesto

x + 2y - 5 = 0 6' '2x,+ y .4. 1 = 0?

Si recordamos que los eaunciados nab = 0" y "a = 0" son equi-
valentes cuando a / 1, son ntimeros reales, vemos que otia
mane.ra, de escribir eite enunoiado compuesto serta

(x + 2y 5)(2x + y - I) = 0.
40.

Consideretaoa ahora un enunciado comptiesto que Ileva la con-
,.junci6n '"y" en lugar de la conjanci6n "o". LQ4 pares order

nados son elementos del conjunto da validez del enunciado abierto
compuesto '.'x + 2y.- 5 = 0 / 2x + y 1 r 9'8? Observa qua sdlo
unpar ordenadb, (-1, 3), iatisface a ambas cllusulas'de,este

, alwl 4.4*Iftafar.

enunciado y por consiguiente /a grfifica-del conjunto de validez
del enuaciado, abierto "x + 2y - 5 = 0 2x +. y 1. = 0" es

interseccida del Par de rectas en la figura 1.
En este capitulo dedicaremos gren pa-rte de nuestra atencian'

a .enunciados abiertos compuestos que contienen do's cliusulas
enlazadas por la conpacidn a. Este tipo de -eaunciado abierto,
que Ileva 1.a conjunvi8a "y", frecuentemente se escribe

2x +y- 3.= 0
4

x + 2y - 5 = O.
Esto *e llama tin sistema de ecuaciones con, dos variables. Cuando

he*Illamos acerca del codupto de validez de un sistèma_de ecuacion

2 f)
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-nog referinio4 al- conjunto de.elementos comunes-,a los conjuntos
de validez de' lte'ecuiciones--;eomo-heraos-vitrteielconjun-to-de----1:---
validez de

es t(-1 3 )},

Con)unto de problemas 15-la
Halls los conjuntos da validez de los siguientes sistemas de

ecuaciones, constrUyenao las grAficas de cada par de lariun-.

ciados abiertos y obtentendo pot inspecci6n-lfts coordepadas
'de los puntos <le Intersecci6n: (En cada oaso, verifica quo

.

aches coordenadas satisfacen

(a) #{ 2x
y 0

3x + y - 3 = 0
It) f2c + 3y - 3 = 0

x + y

enunciadp..)

2x, + 3Y - 9'
{,' 5k + i - 3.r?

tdi 2x + 2y,.. id

(e) { 5x Y + 13 = 0
x 2Y - 12 = 0

0
0.

Construye la grifica del coinjunto de validez de cada uno de

los siguientes enunciados4
(a) x + 2y 0 6 2x + y - 5 a. 0

(b) -(2x '3y + 9)(3.1t + y. 2) = 0

LSe te hizo diflçil obtener por inspecci6u las coordenadas
de.1os puntos de intersecci6n en lop probiemas -1 (d) y 4--(e)/

1

_Neap= .si ,podemps encontrar.una manera sistemfitica de obtpener

el par oidenado sin tener quyrecurrir a .esa inspeccien.
Volviendo al enunciado c uesto "x + 2y - 5 = 0 v--1

2x J4. ,y - 1 = 0", exinpinando 1a gura 2, vemos .tiue hay muchos

enunciados'abiereoa compuestos con conjunto de validez i(-1, 3))

4
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por ejemplo, "2x + y 1 = 0 z y s- 3 = 0", x + 2y - 5 = 0
z x + 1 = 0" son dos enunciados equivalentes tales, puesto que
sus ,grgficas son pares de rectas que se intersecan en (-.1, 3),
Escribe pox lo menos otros dos enunciados comppstos con con-
junto de validez ((-1, 3)). LCugl es el conjunto de validez de

x + 1 = 0 y - 3 = 0?
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.rigura 2

De aquf se desprende que podrtamos encontrar fgalmente el
conjunto de yalidez de cualqiiier enunciado abierto compuesto del
tipo

2x + y 1 = 0 x + 2y 57 0
si tuvidramos un mStodo para pbtener las ecuaciones de las rectas
horizontal y vertical que Pasan popr el punto d intersecci8n de
las grgficas de las dos dlgusulas.-
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Par un punto ipasan muchas rectas. He aquf un mgtodo Tie,

bomo veremos, nos dargsla ecuaci6n de cualquier recta que pase

por el-punto de interseccidn de dos rectas dadas, siempre y

cuando las rectas.se intersequen en un solo punto. 'Para: ilus-

trarlo utilizaremos otra vez el sistema'

x + 2y - 5 = 0

2x -+ y -'1 = 0

Hultiplicamos'el miembro de la izquierda en la.primera ecua-
,

citSn por cualquier ndmero, digamos 3, y el miembro de la izquierda

en ra segunda ecuacidn por cualquier ndmero, digamos 7, y formemos

el enunciado

3(x + 2y . 5) + 7(2x + y - 1) = 0

Vemos que:

(i) Las coordenada4 del punto de interseccidn 3) de las dos

recas satisfacen a este nuevo enunciado:

3 (-1'; 2(3) - + 7.(2( 1) + 3 - = 3(0) 4- 7(0) = 0.

En general, sabemos que un punto perteneceta la grgfica de
)

un enunciado si sus coordenadas satisfacen al-enunciado. Doi

modo que la grgfica de nuestro nuevo enunciado abierto

"3(x + 2y 5) + 7(2; + y 1) = 0"

contiene ,t1 punto de interseccidn de las doe, reotas

.
ftx + 2y - 5 = 0" y 2x + y 0"

(2) La gtgfica del nuevo enunciado es una recta, porque:

3(x + 2y.- 5) + 7(2x + y 7 1).= 0

3x + by : 15 + 14x + 7y : 7 =

17k + 13y - 22 .7 0

y en el capftulo 14 vimos que la grgftca de cualquier ecuacidn

de la forma Ax s+ By + C = 0 es una recta, cuando por lo

menos uno de los coeficientes A 45 B es distinto de cero.

4

4
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Supangamos que empleamos este mgtodo para hallar la

ecuacidn de una tecta que papa por el punt-e-de-4mt-erseecian de

las grgficas de las dos ecuacione, en el probleda 1(e)' del

Conjunto de probleAs 15-1a:

5x - '37 +.1$ = 0

x - 2y - 12 = 0

Si no 'se interesa alguna recta en particular, podros Multiplicar

pox ndmeros arbitrarios. Si eseogemos 3 y, -2 como multiplica-
;

dares, obtenemos la ecuacidn:

3(5x y 4 13) + (-2)(x - 2y - 12) 0.

Supongamos.que punto (c, 4) es el punto de interseccidn

de las grAfficas de las dos ecuacianes dadgs.' Como el ppnto

(c, d) estg en ambas grgficas, sabes que

5c - d + 13 = 0 y .c - 2d - 1

es un enunciado cierto. 4Por qua?

Sustituyendo en el miembro izquierdo de nuestra nueva ecuac 4

las variables x, y por c sdy d, respectivamente., obtenemos
.

3(5c - d + 13) + (-2)(c -,2d - 12) = 3(0) + (-2)(0) = 0.

Por consiguiente, sabemos que sf-las agficas,Ae las dos ecua-

clones oFiginales se intersecan ealii panto' (c, d), la nueva rec;_

tambidn pasa por (c, d), aun ,cuando no sepamos qua punto es

(c, d) 4

En general, podemos decir:

Si Ax4- By 4-C=0 y Dx.-1- Ey +F=
4

ton lat-e-ctiiciOnei-de dos rectas que se inter -

secan en un solo -punto, y si ademgs a, i son;

ndMeros reales, ertonces

+ By + C) +,b(Dx.+ Ey + F)-= 0

es 1a,ecuacidn de una recta que pasa por el punto

de intersecci6n de las,dos rectas oiiginales.

II



-485-

Ahora qu'e disponemosde un mAtodo paia Naar las ecua-

clones de rectas:que pasau por el punto de interseccidn.de dos

.rectas-dadas, veamos si.podemos escoger =Is euidadosamente

.nuestros muItiplicadores a 2. b, de manera que podamos obtenei
1

las ecuaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados.

Tuvimos dificultad al tratar de determinar el conjunto'de

Validea del sistema de ecuaciones

5x - y + 13 = 0

x - 2y - 12 = 0

modiante la inspeccidu de la grifica. Veamos si-este Auevo

enfoque nos Vfrece alguna 'ayuda. Escribe el enunciado

a(5x y + 13) + b(x - 2y - 12) = 0.

Seleccionemos a igual a 2Hy igual a de manera que

los coeficientes de y resulten opuestos:- .

(2)(5x y + 13).+ (-1)(x - 2y - 12) = 0

10x - 2y + 26 - x + 2y.+ 121= 0

9x + 38 0

2
0

9

Esta dltima ecuacidn represent.i'la recta,que pasa.pox. el

punto de interseccidn de las grgficas de las dos ecuaciones dadas

y es paralela al eje y. Vo1vamc4 atrSs y escojamos nuevos
,

.multiplicadores.que'nos den la ecuacidn de una recta que pasa por..

el punt6 de interseccidli y es pralela al eje x. Oug'multi-

plicadores emplearemos? Puesto_que deseamos que los coeficientes

de x sean opuestos, escogemos a = 1 tt =--5.

(1)(5x y + 13) + (-5)(x - 2y - =

5x y + 13 - 5x + 60 = p.

9y + 73.= 0

+ -



Ahora tenemoS las ecuaciones de dos nuevas reetas,

2
"sx + 4- = 0* "y + = 0", cada una de las cuales pasa' por el

punto,de interseccidn de las grgficas de las dOs equacionés ori-
.%

ginales. aor gut? Estd.redud'e nueitro problgma original.al de

hallar el .punto de intersecci6n de estas nuevas rectas. Lite

qugLipunto es? Entonces.. vemos que el conjunto de

validez de 'sistema
r

.. 5x - y + 13 = 0

x- 2y -.12 = 0
. . .,

es 1( 4a 8-4 Veriffealo commbando que estas coo denadas
9/ . 9'

. .
.

.

1

, .

satisftecen a ambas ecuaaiones:, -
.

Ahora diwonemos de un'procedimiento para-resolver cualquier

sistema de dos ecuacions lineales. 'Escogemos loa multiplicadore
, 0-.

de'Manera tal que obtengamos 1.1n sistema.equtValente de rectas que,

sean upayertical y la otra horizontal. Con la prgctica,la

eleccidn de,los multiplicadores se'nos haii.fgcil.

'Considera otrocejemplo: Tres veces l mis pequefto de'dos'l

ndmeros es 6 uniaades mayor que el doble del mis grande,

-veces el mSs grande de los ndmeros es.7 unidades mayor gue cuatio

veces el rags pequeño. LCugles son.los ndmeros?

E1 nd*o menor x el mayor y deben satisfacer a enun:-

ciado abierto

3x = 2y + 6 y 3y = 4x + 7 .

A

Este enunciado ei'64uiv te a

3x '- 2y -.6 = 13,1 4x 3Y + 7 =

Escoge multipilcadores de manev&a ta01ue'los edeficien es de' x

sian opue oS. Para Old sirven 4 y

4.(3x 2Y 6) +, (:)(:4x 3r+ 7) -

12,;?Any - '24 --12x + 9y - 21.=

y, - 45
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Mora podrfamos escoger mditiplicAdore$,.-d'e*manFra (Tue..

clentes de y fueran opuestos. Gdo modo de hallar le. reqta'..

que pasa por el pimto de intersecci6n.y es paralela aleje

es el sijuiente: En la recta -"Y - 45 r- 0" telt° ptin.to time.
4

totdena4a igal a '45. Ast, pues, la ordenada del:W4co.2 de

intersecci6n es 45. La soluci6n del'tenunciado - '2y - 6 =
con, ordenada igual a 45 selobtiene resolviendo,el anunciad6.

a-

"3x .=*. \2(45) -'6'= Q" 6 su equi'valente, " *32 si 0". Por consi-

guiente, el-enunciado "3x 2y - 6 = 0 I 4x - 3y + 7 0" es

equivalente al enuhciado "y - 45 = O x, .8. 32 ra 0". .4%.hora es
4

ciltg le'er,*sin ms la'soluci6n del sistema como° 45).

En el ejemplo anterior zcugl, sent la soluci6n del enunciado

"4x - 3y + 7 = con ordenada ,45? algo en qug entm- .

ciado asignamos a 14 el valor de 45?

0

Ejemplo 1. lialla l canjunto de validez

{Ax - i 3y --- 6

2x + 5Y 16

1

4x - ,03y - 0,...,- o

2x + 5Y1- 16 7=1.°

1 ( 1x 3y - 6) : = 0

4x 7 3y - 6 -'hx lOy 4- 32 '0

-e) 4. 26 . 0

26 =Is 13y

CUando y

I.
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S.

or lo .tantd, el enu. p.ciado ."x

lente al enunciado
co4junto de vka.lidez ,es ((30 2))

Arerificaci6n: Iiqui rda

3

Primera elgusula: 4.3 --3.2 12 -.6
6

Segunda clAusula: 2.3 + 5.2 = 6 + 10
= 16

Ejemplo 2. iiesuelve:

lar

x = 5y + 2,
2x = 6y + 3

3x -7 - 2 - 0
2x by - 3 = 0

s

6(3x - 57. = - 5(2x by - = 0

a

18x - 307'; 12 -.10x + 307 + 15
8x + 3

. 8x
B

142(lx - 5y.- 2) - 3(2x - 6y - 3) = 0

6x-1Oy.-6x+"18y+'9=Q.
+' 5 0

4

.0. .
I ''T

Por lo tanto el enunciado. 3

8y=

lente al enunciado
La solucidn es t- 8' 8 /

Derecha

5"
8

es equiva-

S
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Verificaci6n:
Primera cl4usula:

C489-

Izqulerda Derecha
5 14, 2... .11
8 / 8 8

8

, .

Sesunda
3
4

Conjunto de problemas 15-1b

Por el mOodo que acabamos de desaxrollars4 halls, el, c,onjunto

4de validez de 'cada -uno de los siguientes sistemas de ecuacio-

nes. Cott referpncia a sistemas.diferentes.de Pjes, ,&mstruye

Lis grIficas de cada par, de ecuaciones en (a) y (b)..

(a) 3x-- 2y - 14 = -0. (:E) 'y = 7X s+ 5
2x + 3y +, 8 = 0 4x = y - '3

..

(b) {5x + 2y =, 4'
3x - 2y = 12

-(s) {3 - 5x = 0
3y = x - 6

, (c) 5.X -;'.3.7-:, .3.2 .(h) ..-1%'t + y = 2[

(d) {3X - 2y = 27
2x - 7y = -50

y - +E = 1

(i). { 7X - 6; = 9
.(e){x'+ y - 30 = 0
x y + 7 = 0 9x - 8y = 7

Para'resolver un sistema de ecuadiones, tambOnpodemos

emplear las operaciones &>n ecuaciones expuestas en el

capftuio 13. -El m4todo resultante es esencialmente el mismo

que el emp1eado efi los casos que acabamos de ver. .Por ejemplo,

considera el sistema:
{3x - 2y

x + 3y

5

8

=

=

0

0
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y sup6n. que

cada una de

Tambign,

.4.4

-490-

c, d) es la solucOn del mismo. tntonces,

as siguientes ecuaciones es cierta:

3c.r 2d - . 0
c + 3d' . 0

I. A,
a(3c - 2d - 51 . )

2(c + 3d - 8) . 2(01.

1

9 C 6d 15 = 0
2c + 6d 4 =

llc - 31 . 0

31
-

11

3c --2d -
-3(c 4,3d - 8

0
-3(0)

3c, - 2c1' - 5 (1)

'-30 9d 211

-11d, + 19 = 0

d,.

S.

De modo que si hay una solucidn para al sistema

{

%
3x -s2y - 5 0

x + 3y -,8 = 0

r entonces esa solucidn sell 41 19) Debemos vekificar que
113. TT ... - ,-.

en efecto dsta es una .soluciAn

3(-'41) 2(12) - 5 =, 0

0

11

.31

-
. 11

193(--)
11 11

iSon ciertos escs enunciados?

4
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.44, menudo a este atodo de resolver sistemavde.ecda-

ciones . se le llama Igtodo4etreduoci6n- 41 tambizim mgtodo de

combinacidn lineal con coeficientes, determinados. Utilfzalo

41115a*ra hallar el conjunto de valldez de cada upo de loS

sistemas siguientesz

f

,,..

(a) ;Q:c *±" 14 : 2 g .
(N 12x . 3 - 2y

( (I ) { 311 4 - 3x c
.

.:

..

(b) {1;': ?t : a
2 3 - 2y

.. .

orraduce en enunciadps abiertos con dos.var.iables cada uno de
, .

,

. ,

los siguientes. ,En cada caSo, halla el conlunto de validez.

(a) Para un juego de baloncest6 se vendieron tresciento

15-1

once boletos,:algunos para estudiantes y otros,pana--/
adultos. Los bbletos 'de estudiantes'se vendran'a 25

pentavos cada uno y los de adultos a'75 centavosicada

uno. El total de dinero recibidb fue $108.75. *LCugntos

boletos de estudiantes y cugntos de adultos se vendieron?

(b ) La familia Alvarez vendrg de visita, y nadie sabe cantos
t 7 4

hiios.tienen.. Elsa, una de las.hifas, dice que iiene

tantos hermanos.coMo hermanas; su,hermano Jaime dice

que tiene dos veces tantas hermanas como hermanos.

iCugntos hijos y.tugntas hijas hay en la familia Alvarez?

(c) Los aiumnos de sierfa escdela compraron sellos de ties

y de cuatro centavos para en lar pot correo bolefines

a Sus padres., Si compraron 352 sellbs a Un costo total

de $12.(3, Lcugntos pellos mpraron de cada clase?

(d) Un pagador de un barico t4ie 154 biklefes, algunos de
$.4

un dinar, otros de cin
2

res. El cree que el valor

total de los Waletes es de $465. Oa rg contado correc-

temente su dinero?

liana el conjunto de valider de cadauno de loa stvientes

enanciaglos abfertos compuestos. En cada caso construye las

grgficas. LTe son 4Stas de ayuda-en las partes (b) y (c)?

2 5 1

,
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_ (60 x 2Y + at

(b) 2x0- y 5 = 6 y 4x - 23; - 0

2x + 3y 5 ,=

s

(e) '2x + y 7- 4O r 2* y - 2 = O.

5. Halle 'la ecuacidn. de la recta que pasa por el ,origen y par
el punto de 1..nterseccidn de' las rectas. '5x -7y-- 3 = 0
3x 6y + 5 = 0," (Sugerencia; zQut valof deberl tene*r C

pare que lix.+ By + C = 0 sea una recta que pase por el
.origem.?)

I.

. .

En ta. problema '4' encontraste alguncis enunçiados abiertos
... . s

compuestos cuyos conjuntot de validez no 'constattan en .cada caso
en un solp par ordenado de ndmeros 4,Cunes eran tales entrnciados?
Examinemoi en- detalle cada uno de ell9s.

En el enunciado abierto

y - 5 = 0 .1 2y - 10 =

obseryamos cue ''"4x - 2y - 10 = 0" es equivalente a

2(2x y 2(0);

de modo que tenemos que las grgficas de ambas c1Susu1a's son

iddnticas, camo muestra la figura 3, y las reC'tas tienen mudhos

puntos en com4n.

icY"
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Diculles son algunos de los pares de

'ndmeros d1 conjunto fok: validez del

enunciado compuesto. 4Es el cenjunto

-desvalidez un conjunto finit0 0110

sucederfassi trataras 4e resolver

algebraicamente el enunciado abierto?
. ,

4Por qu$ fella el-mdtodo?

1.5,1
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.Figura

El enunciado compuesto "2x + y - 4 = 0 2 2x 4 y 2 = 0'

iresenta una condicidn un tarito diferente. Expresando cada

clAusula en la forma en y,altenemos
t

y = -2x + 4 y -2x + 2 .

r. .44141 es la pendiente de la grifica de

cat una de estas ecuaciones4 LCugl ea

la ordenad en elvorigen2 Vemos que las

.gaficas son (los rectas piralelas, como'

mupstra la figura 4, y no hay punto d

interseccidn. En.tal caso, el conjunto

de validez.del enUnciadocompuesto es el
k

conjunto vacto. Au$ sucede si tratamos

de resolver algebraicamente el enunciado?

aPor qudt.

'MMIIIMMUUBM
MkIMMINIMMIS
IMMIMIMIMMIM
IMMUNIMMIMM
M IMMUMMIN

ME MMINIUNI
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MR 011Mi lx
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Figura 4i .
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,

Tratemos do resUmir lo que hemos Aservado. , El,conjunto de

validez de' un enunciddo abierto compuesto en dos variable, que

lleva la conjuncidn "y", puede consistir en un par ordenado, en,

muchos paies ordenados, o en ningdn par ordenado. Correspondien-

temente, las grgficas de las dos clgusulas del'enunciadq abierto

pueden tener un punto de intereccidn, muchos puntos.de inter-

secci6n o ningdn punto de intersecci6n.

Ejemplo 1.

Ecuaciones Grgficas

.2x - 3y = 4 x + y

.2 4y =

El conjunto de validez es

t(5, 2)}..

??c 3Y = 7 4x - 6y = i4
2 7 4 14

y y x
3 3 6 6

El conjunto de validez con-
!.

siste en todos los Tares orde-

nados cuyas coordenadas satisfacen'

111
a la primerA ecuaci6n. (Observa

que la segunda clgusula se obtiene

si se multiplica por 2 cada

miembro de la primera clgusUla

deI enunciado abierto original.)
I.

\Las dos rectas, que consti-
.

tuyen las grgficas de las

clgusulas tienen un punto de

interseccidn, ya que 14s pen-

dientes de las rectas no son

iguales. La grgfica del conpn

,de validez es un solo punt°,

(5, 2)-

Las grgficas de las dos

clgusulas del enunciado abierto

coinciden', ya que las,rectas-
.

tienen la misma pendiente y la

misma ordenada en el origen.

La recta completa constituye lr

grgtica del conjunto de valide.

t
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El em lo

:V+

Ecuaciones,

3y 7 Ir 4x 6y -

4 A3
3 z Y

El catijunto,de.va.lidez .

15-1

.trifficas

Las grificas de las dos
clAtusulas',del enunciado

abierto son rectas paralelas,
porque tienen la misma pen-

diente p9ro sus orde.nadai en
el origen: son diferentes. La .

gr,iffca del conjunto de validez
no'contiene punto alguno.

En er ejemplo '3, pbserva que los'0oeficientes de x, y, en

la ecuaci8n 4x - 3y 7 estgn reiacionadbl de manera s4mple con

los coeficientes 10. ecuaci6n 4x - ,§y

110
2 = (4) y -3 = (-6).

En general, se dice que los nilmer9s reales A y B son propor-
.

cionales 'a los ndmeros rseales G y D. si existe un niimero real

k, distinto de cero., tal que ..

.
A - kC . iy t B .= kD.

Ast,. puss, los ndmeros 2 /-3 son proporcionales a 4 y -6,

siendo k igual a -2-. S 'dos rectas son paralelas, Lqug podrtas

decir acerca de los.coefqientes de x, y en sus' respectivas

ecuaciones?

Otro modo de expreSar que A

y D es decir que las razones

son iguales, 0 que

A B
Y

A
lyr

25

-son proporcionales a C
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*
Conjunto de problemas 15-1c

1. Construye.las grificas dealos enunciados abiertos ep los

ejemPlos 1 al 3 de la pggina Halle algebraicamente

el conjunto de validez del siitema en el ejemplo 1.

Resuelve los siguientes enunciados lbiertos compues oa.

(a) y (b), construye las gr4ficai.

(a) 3x + 4y - 13 . 0 'y 5x - 2y + 13 . 0

(b) x + 5y - 17 . 0' y, - 3y - 8 . 0

(0) 5; - 4.3r 2 . 0 y 10x -'8y.+ 4 ... 0

(d) 12x . 4y - 5 y .6x 8y . . 0'

(e) :x - 2y - 5 . 0 y 3x - 6y - 12 . 0

(r) - = 'SC

Considera el sist.ema,

-±Y6)

1[2x y

5x + 2y - 4 = 0

Suy76; que escribimos en la forma en y cad

cionep y que-construimos su grifica,

y = 2x - 7

zEn qu6 punto de la grgfica de este

sistema son iguales los valores de y?

-.4Cu1l es el valor de x tn este punto?

Si igualamps'ios valores de y en los

dos enunciados, obtenemos el enunciado

abierto en tgla variable,

2x - 7 = --1C+ 2.
1 2

El conjunto de va1idez de este enunciado

. es t2). Utili*ando este'valor para x en
kr,

cada uno de,los enunciados abiertos escri

ya en la formi en y obtenemos:

a una ea 1 s ems"...
Y

11111111111111111111

411

'04
IIIIMINIII A

IIIII MI 4%111111

Mill Li 2 Atli
IN 0 111.11117A11111

11111M1111101

Ell111111111TAk
MN FIL 10,
1111117419111, i

II11111A1111111
III VA INV° I

Figuia 5
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r 7 2(2) -
"a Y -3

zPor, qt obtenemos en ambos cas*os "y -3"?* Por lo tanto,
si el enunciado abierto compuesto "2x - y 7 7i0

+ 2y - 4 = 0" tiene,una solucin, Sta.deberS ser
(2, Verifica que (2, -3) es 1.a soluci6n.

, Sup& 'quetacortamos un poco nuestro trabajo escribiendo
en-la forma en y la.priraera) ecuacien iolamerite:

.y 7 2x 7 .

Entonces redmplazamos a y en la segunda ecuaci& por 1.a
expresi& "2x - 7".

5x + 2(2x 7) - 4 7 O.
Procedemos a resolver estrenunciado abierto en una variabU

V
+ 4x - 14 - 4 = 0

9x 18 7 0

Entonces,
A y 2x 7 7 7 2N(2) - 7 7 -3 \

.demodo que (2, -3) es la posible soluci& der tistema
( 2x y - 7 7 0

+ 2y 4 7 0.
El abodo que acabamos de describir en el que "se despeja

en una de las ecuaciones la variable y", sustituy&dose luego
su valor en tSrminos. de x en la otra ecuaci6n, se llama
atodo de sustitucien. Resue/ve cada uno de los siguienies
sistemis empleando aqu.S1 de los atodos anterioxes que
parezca as apropiado:

(a) {rc. ?rTy+-14=20

y . -3x + 2
5y . -Ix + 40,

(c { 5x + 2y . 0

(0)
f5x ,r1' 2Y-- 5 . 0
X 7 3Y - 18 .

(e) x + 7y = 11
x 3y

.1

(r) .....3..y 4

251
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4. Como hemos vistol el conjunto valide del enunciado

akierto compuesto

va.

a

,AX * By C = 0 y 'Dx + Ey* =. 0

puede consistir en un par ordenade de nilmersos-, muchos pares

ordenados o ning4n par ordenado.

.(a) Si el conjunto de validez:consiste en un par ordenado',
.

. ,

I.

zque podrfas decir acerci de las grgficAs de las

.

cliusulas?
-

(I)) Si el conjunto de wa1idez consiste en muchos pares ordei.

nados, via podrtas decir acerca de las grgficas *de las

. . ,

dos clgusulas? LSetgn equivalentes las dos clgusules

del enpnciado compuesto?

(c) Si el conjunto de valideZ es t, LCamo estargn,rela-
.

cienados los coeficientes cle x, y en las dos Rlgusula&

Qu podrtas decir acerca de las grgficas de estas

clgusulas?a
kw

Considera el sistenia

{ 4x + 2y - 11 =

3x - y - 2 = 0

Determina su conjunto de validez de cuatro maneras diferente-

Resuelve de una manera cualquieta los sistemas siguientes.

En cada caso explica'por qu4 escogiste ese mgtodo en parti-

'cular.

(a) {.,3x 2y . 1
ex ... 3y 18

Oa) x 2yx + 2y .

,

(c).

1

x . 2y -

h
2x y . -..

/AN { 3x 1 = 0') 7x ± Iy - 9 =

(e) = 1

x + y ,7

(f) 4x1 = 32

(g)
{ 5 Rx

2x- '(31r V13 2Y1

(h) )(c i 28l; 92
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. An los problemas 7-17, traduce en enunciadqs abiertos, halla

el conjunto de validez y contesta la pregunta correspondiente..

7. Balla dos ndmeros cuya suma es 56 y cuya diferencia es 18.

8. La suma de las edades de Sara y de Jost es 3.0 aftos. De

aquf a cinco efts la diferencia entre sus edades serf 4 afts.

edadtiene cad& uno ahora?

9. Un comerciante tiene para la yenta anacardos a $1.20

p.bra y almendras a $1.50 la 4Cugntas libras de eada

clase'deberg utilizar para obtener una mezcla de 200 libr s

para venderla a $1.32 la libra?

10. En cierto ndmero de dos dfgitos: la cifra.de las unidades es

uno mifs que dos veces la'de las decenas. Si al ndmero'le

sumamos la pifra de las *Wades, el resuitado terg 35 mgs

que tres' veces la cifra de las deteras. Balla el ndmero..

Hector pesa 80 libras y Federico 100 libras yjuegan en un

balancfn de p pies de largo, cadaritmo seritado en fin extremo.

qug distancia del punto Oe apoyo se encuentra cada uno de -

los, muchachos?

12. Dos muchachos juegan en un balancfn. Uno estg a 5 pies' del

fulcro (pdnto de apoyp. y el otro a 6 pies del mismo. Si

1a suma de los pesos de los muchachos es 2091 lcugnto pesa
. .

cada uno?

13. alla bote tarda 11 horas In navgger 12 millas a favor de la
2

corriente y 6 horas en tegresar. Balla la velocidad de la'

corriente y la velocidad del bote gn agua estacionaria.

14. Trelrlibras de manzanas y cuatro libras de guingos cuest

$1.08, miintras que cuatro libras de manzanas y tres libra

de guineos cuestan $1.02. Cugl es eLprecio por libra de

las manzanas? LY de los guineos?

15 A y B se encuentran 30 millas distantes entre sf. Si

salen al mid& tiempo y caminan en la misma direccidn; al

250
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cabo de, 60 horai A ..silcanza.ti: B. Si 'caminaran lan
. -4.haaa 1 otrot se encontrartan.en 5'.horas i,C41. es 'la

velocidad decada lino?
.7

16.. Se va a mezclar Aina so1ucii5n que contiene 90% de alcohol con
. .

una tide contiene 75% para-obtener 20' cuartillos de una
soluerdt al -78%., i,C1.4.ntoS cuartillos de la sconcidn al, 90%

#.'

deberSn'utiliiar?
17. En una carrerls de'automvi1es de300 minas; el' conductor

'del alitomiSvil A le diq al conductor del .autom6Vil una
Ventaja inkCial de 25 milla*_4 y an ast 'termia la carrera
media hora antes que su rival'. En uni segunda p'rueba4 el
conductor de A le dio al*onductor de B una.ventaja
inicial .ae 60 minas y .esta yea perdi6,1a carrera por 12
minutos. 4Cu41 fue la velocidad media en pillas por)Pra
de cada rni de los dos itutomdvtles?

't

*
15-2. Sistemas de inecuaciones

En la seccidn'15-1 definimos un sistema ,de ecuaciones como4
Un enrciado abierto compuesto en el cual dos ecuaciones est&
copectadas por la conjuncien ny". Tambifm introdujimos una
notacidn para esto. Extendiendo*la idea a las inecuacttones;
considereiaos sistemas4como los .siguientes:

(aN

Ix + 2y >" 0
2x - y - 3 > {x

+ 3y 9 0

(c) Leal serfa la 3rgfica 'de x + 27 4>0i Recordargs
que primero construimos la grgfica de
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dibujarkdo uni' rectalide trazos a lo. largo
a 4

del borde.

zPor que Luego sombreamos la regidn%Ra

ia recta, ya..qu-e la grSfica de, "x + 2y -

1
4s decir, de -"y > + 2", consiste en todos

aquellos
2

puntos para los cuales la' ordenada es mayor

que "doi clue el prodgcto de 1 y la abscisa".

Auglogameate, sombreamos la regidn. dotle "y <2x - 3".

encima de

L.t>0",
I

Esta es la x;egidn Jam debaio de

es ."2x - y - 3 7 n. zPor qud
4

se dibuja ittna recta'de trazosy

la'erecta cuy.a ecuacidn

tambidn en este.caso

LCando se debert

dibujar una recta-litha como borde?:.

'Toda.vez,4Ve el conjunto de validez de un enun-
-

ciado ubierto cohtpuesto que lleva la cotjunciln 2

es'el conjunto de elementos comunes a los conjuntos

validez de las,dos clilusulak, se d'educe lose el

\
a

a
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conjunto de validez del sistema (a) es la rqgidn

doblemente sombreada en la figura 6.

(d) serta la grSfica de un sistema,we consiste en

una ecuacidn 'y una inecuaci6n3 como es el caso en el

ejemplo (b)? I.Cugl es lagrifica de ,"3x - 2y - 5 = 0"?
,

NMI= MEMMIUMME MEM
IMSMMEMMIMEMEM OEM
MEMSEMMUMMEMEMM °AMMO

immommemm
1111111111111ME ,41111111MME

COM2P-A.- NM 4 ANNUM=
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MRWMEMWWWWW.2aMMG6MAIMEM
MAWATIONWWWW/MPWWWWIJIWWWWWMCOARARKOMAKAK
MIRWMMAIMODa2512025152555
EMMEMMITOM2,2MWWW2WWWMW
CANTOICCOMAGOVICROVVICOLIK
COM2501205050-50220202%222020
EMNANATIYAMMAWAMMNAMMMMW
MrGeaCtrACCINOMCONOWWW41614,

Figura-7

1SerS la grgh.ca de "x + 3Y 0" la regidn por

encima deo) la regidn por debajo de la recta

'11
*0o

x + 3y1- 9,--.32 0?

LEstar4 incluida la recta? Estudia cuidadosamente

la figura 7 y describe li grifica del siptema
f*. - 2y - 5 = 0

x + 3Y 9'1.(:.. 0
.

.1.



.Conlunto de prOblemas 15-2a

Construig las gaficas de los conjuntos de validez de los

sigutentes sistemas:

.{kx+ 2; -;

2
{6x

+ 3y < 9
* 4x - Y < 0

{T)ct .47 21; + i > :`40).

{ 114 4. 2y = -1X > A

{ 2x + <
2x + y >

°I
2x Y >
2x + y <
,{2x -' y
ltx - 2y < 8

Condideremos la gafica del enunciado abierto compuesto

x y 2>0
Primero clibujamos las gaficis de las cIgusulas y - 2 1Pqr

y 2 >(:ft

,

&M AIM A A A 05100,51P.2000,20
SOSIOTAWIPINSZCOMPAMSOUSI

FAMIAMIAr&P251,1100,20E120
AVIMPAIIIFASICOMMOMMiliffel

IIII MINIKIPAT020000/16NN
P2121.5%051,414MI1I4C+14RI arammootasncomInn 02P101112rideNNIIMI

WNW 11412/92011/417,4714:47.414
11111111111111111BWEEKC4044 ;211
MMIIIIIIIIMEIWANWANUMTAT4
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MIME ,,() EliZIM1400. I4?,..10;214
EMI 0.102121,0016**IINCI
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Figura8
A
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Luego. recordamos que el conjunto de validez del enunciado abierto

compuesto que lleva la conjunci8n o es el conjunto de todot

los elementos de cualquiera 'de los conjuntos de validez -de las

dolp clgusulas del enunciado. Por lo tanto, la grgfica del enun-

ciado abierto_ compuesto en con.9.lder.ac1dn incluye toda la regi8n

sombreada en la figura 8.

Conjunto de problemas 15-2b

Construye las grgficas deblos conjuntos de'validez de los

siguientes enunciados:

1. 2x -F y + 3 > 0 6 3x + + 1 < 0

2. 2x + y + 3 <, 0, 6 '3x y + 1 < 0

3. 2x, y 4; 3 0 6 3x + y + 1 0

It. 2x + y + 3 > y . 3x - + 1 < 0

Para completar el cuadro, consideremos el enunciado abierto

compuesto: 1

(x y t 2)(x + y 2) > 0.

Recuerda que "ab). 0" significa que "el producto de a b es

un ndraero positivo". iQud poaemos dear acerca d4 a r de b

si 0? Ast, pt*, tenemos dos posibilidades:

x+ y 2>0,

o tambign

x-y-2<0 x+y-2<0.
En la figura 8, la gr4fica*de "x y 2>0 x - 2> 0"

es 1 regi6n doblemente sombreada, mientras que la grgfica de

"x y 24. 0 y x + y - 2 4, 0" es la regi6n sin sombrear. . De

modo que la grgfica de

Air
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(x y - 2)(x + T- 2) >0

consiste en todos los puntos contenidos en estas dos r iones

del piano.
1,Qud Ireis constituYen la grifica del enunciado abierto

(x y - 2)(x + y 2)4 0?

(Si ab4 02 g puede decirse acerca de a y de' b?)

Paia esumir, hacemos una lista de los siguientes, Pares de

enunciados equivalentis (a z b son ndmeros reales):
ab . 0 :
ab > 0 :
ab < 0 *: Y2

b 0
b > 0, 6 a<0 . y b < 0
b < 0.,, 6 a<0 y b > 0

Verifies estas equivalencias refiridndote a la definici6n

producto de ndmeros reales.

.Conjuiito de problemas .15-2c

Construye las grgfics.s de los conjuntos de validez- de los

siguientes enunciados abiertos:

(a) (2x - y 2)(3x + y 3) > 0

-(b) ,(x + 2zr 14)(2x y 3) < 0

(e) + 2y 6)(2x + Ity + 4) > 0

(11) (x. y 3)(3x - 3y 9) < 0
Construye las 'grifieSs de los conjuntos de validez de los
siguientes enunciadbs abtertos:

x - 3y 6. 0'
(b) (x.- 3y 6)(?:x

(c) 3y 6 > 0

(c)1) x 3y 7 6 < 0

..(e) x - 3y *- 6 > 0

y 3x + y4+' 2 . 0

+ y + 2) 0

y 3x + y 2 > 0 .

y 3x + y + 2 < 0

y .3x +vy + 2 0

x - 3y 6 < 6 3x + y + 2 < 0

V

4.
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(g)
3y 0 6 3x + y +

(h) (x - 3y 6)(3x t y + 2) > 0

(1) (x - 3y - 6)(ax y

Construye ).a grgfica del conjunto de validez de cada uno dew

los siguientes sistemas.de inecuaciones: (De nuevo, la llave
/

indica un enunoiado compuesto que lleva la conjunci6n D.
(a.,)

3x + 4y .K 12

x k 0
y 0

(

< x <",1 ,f-il il

..---------

3
I

(b) 5?.K23x + 8

Dn equipo de gatbol se encuentra en la marca de las 40 yardas

en su propio territorio; estS en posesOn de la pelota, y

quedan cinco minutos d juego. La puntliFitIn es 3 a 0 a

favor del equipo contr io. -El capitgn sae que su equipo

tendrfa que ganar 3 yardas-cada vez que se corra con la pelota,

emplegndos, en .cada jugada 30 segundos. Puede ganar 20

yard4s con un,buen pass, lo-que tardarfa 15 segundos., Sin

embargo, por Io general, sdlo completa uno de cada tres

pases. ellud combinacidn de lugadas permitirfa asegurar una

victoria, o cull deberfser la estrategia.del capitgn?

Problemas de repaso.

Halla el conjunto de validez de "2* 7 3 = cr y conptruye

su grgf si se considera como una ecuacilSn con:

(a) na var le, (b) dos variables.

2. Halla el conjun o validez de l'fy143" y construye gu

grgfica si se co sidera como un.6nynciado con:

(a) una variable, (b) dos Aiariables.
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Para cada uno de lop siguientes pares de ecuaciones o .ine-

cuaciones decide si las dose son equivale.ntes, y .explica

3x - 2

x2

(&.) xy > 0 ; x > 0

(d) 1

(e) x y = 3 Y

6 y > 0

. 2(x

x 6.. Y +. 3

4. Dadas las rectas cuyas ecuaciones, son 3x - 5y - A. = 0' y

2x + 3y + 4 = 0, LcuSles on las ecuaclones de dos rectas
rk

cada una de las cuales contiene el punto de interseccidn de

las dos rectas dadas, de modo que una de ellas sea vertical
ifts

y la otra horizontal?
Resuelve los siguientes sistemas y en cada. caso indica. por (lug

&scogiste un mdtodo en particuslar:

(a) { 2x 3y + 3. (d)..
ltx'- 3y 11

{ 9y
. 3y + 2

(b) { .01x - .02y = 0 (of 5x = .2y +
x - lOy . 8 y - x = -11

1 '

(0) y . N .... 11

V 4- 7y - 2 = 01 .4ot 1 1

0

\ I
,

6. (a) Expi ca la relacidn que hay entre los coeficientes de

las ecuaciones de dos rectas paralelas.
(b) Describe las posiciones de dos rectas si sus ecuaciones

,

son Ax + By + C = 0' y Dx.+ Ey + F = 0, y aderas

D E F "

2574
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Mir



Describe las condilciones que deben cumplirlas peadien--

tis de dos reótas pax:kgarantizar que $stas teagan

exactamente Un punto en com4n.

Construye las grtficas de los siguientes enunciados:

(a) ,y + 3x - 2 > 0

(b) 2x - 3y 4. 3 > 0

(e) Y + 3x - 2 > :y 2x - 3y + 3 > 0

,(d) (y + 3x -. 2)(2x.- 3y + 3) < 0

(e) 3)cl

Traduce los siguientes enunciadcis lingUtsticos en enundiados

abiertos y resuflvelos:

(a) .Determina dos enteros consecutivos cuya suma'es 57

(b) Determina dos enteros talei que su suma sea 16,y el

duplo del primero sea tres unidades manor que el

segundo.

(c) La suma de dos mlineros es 451. Si el mayor se divIde
gp

por el)menor, el cociente serf 4 y el resto serf 5.

Determina. los ndmerps.

(d) Se van a mezclar dos clases de tabaco una que se

vende a $4.80 la libra y la otra a $6,00 la libra.

iCantas libras de cada clase deberdn mezclare para

obtener 20 libras que se venderfn a $5.50 la'libra?

JI.
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Capitulo. 16

POLINOMIPS CUADRATICOSEI

16-1. Jrgficas de polinomios cUadriticos .
%

En el capItulo 12 estudiamos por vez primera los olinomios

cuadrfiticos, esto'es, polinomios con una.variable que contienen*

el cuadrado, pero no potencias superiores, de didha variable;

Todo.polinomio de este clase se puede escribir en la format

Ax
2 + Bx + C,

donde yA, B, y C son ndmeros reallS y adem4s AL iZ O. zEs

"-2(x. + 4
2
+1" AM1 polinomio cuadrfitico? Par grAfica del

polinomio Ax
2 + Bx + C entendemos la grilica del enunciado abierto

2
y = Ax .+ + C.

Pademos dibujar lagrAficg.de un polinomio cuadatico marcando
1

algunos de los puntos de la grifica.

Ejemplo 1. Dibuja la grAfica del polinamio

2
x 7 3.

Hagamos primerovia lista de algunos pares ordenados.14e satis-

facen a la ecuaci6n

= x2 - 2x

1, ..

3

.....

-1

-. r

4/.
Ni

-

1

l-

A

7'

. , .

.

. V ...

Llena las casillas va.cias d ita tabla y marca luego los puntos

correspandienes con respectoa un sistema de ejes coordenados.

La disposicitin de los puntos Augiere que la grfica tiene un

aspect() parecido a ladibujadA en ia figura 1.



Marcandolags puntos cuyas cpordenadas satisfagan a la epuaci6n

puedes convencerte por.ti mismo da que la grgfica efectivanente

tiene la Oormaindicadat Una discusi6n as sisteatica de las

'formas de esas grificas se explicarg en el capftulo 17.

ConjUnto de problemas 16-la

Dibuja las grgficas de los polinomios siguientes:

2
1. 2x 2 pAra x entre -2 y 2.

2
x - 2, Tara x entre -3 y 3.

1 2 + x) para x entre -3 y
2

4.. x
2
+ x+ 1, parA x -,entre y 2.

\.
2 ,

5. x - 4x + 4, para x y 5.

6 2x2- 3x -5, para x entre -2 y 3.

.4

Habrgs observa0o que los problemas anteriores pe requirieron

bastante tiempo y esfuerzo. kin est, s6Tb-lograste obtener
1

el.aspecto general de las gr4ficas, Tratemos,de-desarrollar un

atodo mgs preciso para dibujar tales grgficas.

Emilecemos con el polinomio cuadrgtico mgs sencillo, "x2 ".

(En secciones anteriores ya hemos localizado algunos puntos de

la gr (f1.1ke "y i=e'x2".) Entonces veamos en lo que difiere

22.
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esta gritfica 'de las de y =
1 2u I I

16-1,

2 412x " de tty
2

En general, LcuAl ser4 la forma de la 'grfifica de

2y = ax 3

donde, a es un,ndmero real distinto de cero?e Si dibujamos-topas

esgs grUicas con respect° a un sistema de ejes, podremos compa-

rarlas entre sf. A'contimuaci& tenemos una,tabla que coPtiene'

'una lista de valores de dichos polinomios para valores dados de x:

-2 -0,10 1
I 1 '2

x2

.

,

0 3.

.

2

.
.

2 i3J3

1

-2' .

'. 0

-..f... -2
-f 13

0 -

Llena las casillas vacfas. LasIgrAficas de la figura 2se

ban dibujado mediante etita tabla.

2" 4
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BOMB 11'91.1111IMMO Ilion
MEMMIMI. 6

MIMI 5 MAE_
11111M111

4 MIN3 /JAMBMIMI MIER
EIFIEffil TIilltillrAll MEM
EMMEN 11101111111
IMWAIIIIII
11111111111111111 MIME
MINIM 311111WE

WIN= -6MIMI
MIN= 7E111111

Figura ,2

,conjunto de problemas 16-lb

LC6mq puedes,obtenr-la.grAfida de "2x2"' de la grSfica de
ilx211'?

i,C6mo puedes Otener la grAfica de

de
2

3 Ldbuja la grIfica de "5x para

(il

x entre -1 y 1.

l "(4. Dibuja la grifica de --x
2

para x entre -10 y 10.5

u 1 211 de la grAfica
2

s5. , iCdmo puedes obtener La grgfica de 1-5x2" de la grgfica de

15. Explica c6mo puedes obtener la grgfica de "-ax2" de la

grgfica de "ax2 si a es'un ndmero real distinto de cero

Ahora que ya tenemos una grifica del polinomio "ax211 , para

cualquier ndmero a distinto de cero, movamos horizontalmente

esta grgfica para obtener grgficas de otros polinomios cuadritic
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Como un e empio, dib emos grSfica'de

1 2

7T(It 3)'
y veamos cdmo puede educirse de la grSfica de

.una lista de coorden das que satisfagan a la
2.

y (x - 3)
2

11.1x2N.
2

ecuaci&

3,6-1

Hagamos

:

LI.ena jas casillas acfas. En la figura se muestra la relacidn
! .

2
entre dicha grffic y la de "y =j2:x H.

1

II IS R U
I

AllillMill 76 1111M111111IMAM# IRINA 5 .N

1 1URIII 11111111k IIIIMMV
1111111111111111 FA EWAMOM ,iNSIP,all
IME11111 0 2 3 4
11111111111111
11111111 1.1.

la misma fo a que la grgfica de

.1 2

2
/

.

pero que e,6t g situada 3 Ildades a la derecha. Del mismo modo

qmdrfamos verificar que la gr4fica de "y = 2(x + 2)2" estg

sitUada 3* unidades a la izquierda de la grgfica de "y vz 2x4"

i

Observem s que la grgfica de y 1(x - 3)
2

tiene exactamente
2



y tiene la misma_forma cite 4sta.
de

A
partiendo de

y -

a grgfica de

y -

LCesmo obtendrfamos

+ 3)2

a grgfica

,Coniunto de problemas 16-1
4

4

Despugs de construir una tabia de coordenadas de puntos,
a \

dibuja cuidadossziente la grgfipa de
2(x + 2)2

N. .

con respecto al mismo sistema de ejes, dibuja la grgfica
T

de

y = 2x2.

pe la figure deduce celmo puede obtaderse la irgfica ae

y = 2(x.4. 2)41. partiendo de la grgfica de "y = 2x2412

En cada uno de los casos siguientes, describe c6mopuede

bbtenerse la grgfica de la primera ecuaci6n, partiendo de

, 'la gafica de la segunaa:

(a) y 3(x 4)2

Y = -2(x - 3)2

Y = 4(x .02

Da una regla general para olttener la grgfica de "y = a (x - h)

partiendd de la grgfica de ly = ax , donde "a h son' nd-

meros reales, a #,D.

2-* 7

X



'Ahora, movamow.,verticalmente las grificaS de polinomtos.

-515 -' 16-t1

tonsidera'el polinomio.cuadrStido,

10c - 3)22-..*

cpmpSka1 0 con 14.zgiSfl.ca, .que 'ya

iAconti-nuacidn tieneS una tabla-de

3) -1- 2
2-

2,

hemot obtenidi - 3)

coordenadas que satisfacen a,

...

y
, 7

2.;5 s
13,

-

y2,

(Ptobablemente habrSs notado que c.O'a Ordenada en esta tabla%s'

2-unidades mayor que la ordenada correapondiente de la tabla

1 \.

anterior.)

5.

;!.

a



Una vez mgs'observamos que la forma de
cambiado pero qtke la grifica de*

y

se obt,iene moviendo la grgfiba de
2y (x 3)

a grgfita no ha
loa

dos'uad4cles haçia arriba.* Anglogamente, poddttos mostrar que
la gr1fi6a de '"y 2(x + - 3" Ruedp ohtenerse ioviendo
la grifica de,y y = '2(x + '2)21 .1 vnidades bacia abajo

Finalmente, notamos que las grgficas,en las figuras,3 y
1. .

tienen exactimente la !lima forma,, y que podemos bbtener
gr54ca Ie ity 3)2, 4_ rm*z moviendo Ls gr$ficsa de

3 unidades a la derecha y 2, un1d--ades hacia ar
oVeremoi en el capttulo 17, que slemprè ep

Ofiga..de
y = a(x

partiendo de la gragfica ae
'2

Y = ax
mbviendo* la grgfica de. "y =ax2" ho#zontalmente h

11

flile*abtener

y verticalmente .k
Esas gVificap

El punto rags bajo

uni,dades.

(de polinomio.p) cuadrgticos) ,sq llaman pargbolas
(o el mgs alto) de la grgfica se llama vgrtice,

S.

a.

unidades

y .1a 'recta vertical que pea por el vgrtice se llarda ejk. Ast;
fr * **Al vgrtice de la ,pargbola cuya ecuacidn,es

. - . .
2-,.. y = .2x

és (0, 0) y su eje es lk recta de ecuabitIn x = 0.
:

el.'vgrtice y el eje de la pargbola buys ecuaciiSn ei

.
s.

a.

4Ctig1es- son
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Conjunto de problemas 16-1k-

Describe. e6mo las grgficas de #I'y x
2

3" y" "y x2 +.30.

pueden ser deducidas de la grgfica de x
2
". Dibuja las

t.rs grgficas referidas al mismo sistema de ejee.
2

LC6mo se puede obtener la grgfica de "y 2(x 2) + 3"

da.la grifica ae, siii 7 2x
2
"? Dibuja arabas grgficas, referidaS

al mismo sistema de ejes. lu
Dibuja la piirtebola cuya ecuaciSti es "y (x.t 1) 2 - -2-

. 2"
Describe c6mD se puede deducir-esta grifica de la de "y x

iCugles son las',coordenadas de su *tice Y 'cugl. s la ecuaci6n.

de su eje?
Dibuja 1aparbo1a cuyá ecuaci& es .'y gi 2(x + 1)2 +

.2

i,C6mo se puede obtener, esta .parghola de la grgfica de

"*y = L2x2"?

Determina las ecuacioneg. de las: pargbolas siguientes:

s*
(a) La grgfica de

n y moyidg -5 ,uhidades a la izcluierda

y 2 unidaiies hacia abajo.
4 2 0

(b) La .grgfica .4e "y ge. -x " mbvida2 unidades a ia izquierile

y 3 unAdades hacia arriba. 411

:(c) La grgfica de, "y = x2u mcrvida -- unidad a la dereq,a
3 2

.. y -I. ImAdall ha*cia abajo.*.
(d) - La drgfica de "y = + W - 4" movida.

unidades a

la' derecha y 4 unidades hacia arr0 a .
.

Describe, sin dibu*jarla, la grgti
siguientes:

(a) y .3(x -- 2)2 -'14:

(b) y = --(x +.3)2 4.

(c) y = -12fx''2)?

y = -2(x 4-1)2.4- 42

4104

t ,

eal de cada'una de las epuacioxiis

2*g,' I
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16-2. P-orma candnica

Hemos aprendido

"Y = (x .1)2 4".

mover la trgfica de

dades hacia abajo.

5 18 -

a obtener rgpidamente la grgfica de

Se'trata de la pargbola qae se obtfille,21,

= x 1 unidad a la derecha y 4 uni-
2Tamdnbi observamos que (x -

2
1) -4=x- - 2x - 3,

para todo ndmero real, x. ;Por consiguiente, hemos obtenido la

'irgfica de la ecuacidn
'y 3.

Supongamos'efue- se nos da la ecuacidn en la forma

"y
,

= x2'*- 2x - 3" en vez:de' .= .(x - 1)2 - LCdmo logra-
,

rfiros llegar a Ota segunda forma? Lo-que'hay que-nskar es que A

en la, seguhda .forma, .x-'entra sdlo en una expresidn que es un

cuadrado perfecta: Luego nps podemos-plaptedr la Cuestidn siguient

iCdmd podemds.transformar X2 - 2x 3 en Aha forma tal que x'

entre solamente en up cupdrado perfegto? .1,11.4iuerdaCeste problema:

del capftttlo 12 en relacidn con.la factorizacidn?

Xbdemos hager,esto "retrqcediendo" a p.ariir 4e "x2 -
,

0 4

:

'se a

del modo siguiente4

Ahora p

log

un

2 -

Tx Igx - 3 = '(x 2x- ) 3.

guntamqs: 044 esI.6 que ftlta en el pargntesis para

un cuadrado perfecto?. EviAntemente lo que necesitamos es

I.Por que?. Entonges tendrvmos.

\ x'
0

2x 3:-= (x2 - 2x + 1)'-

(x 1)2'- 4 .

zPor4"qud.sumamos tambign "-I" al afiadir -"1"?

glt

Sigamos el mismo.procedimiento en el polinomio "3x2 r '12x + 5'

Tenemos
S.

3x
2

- I2x 5 . 3(x
2

- 4x ) 4, 5

-2
='.3(x 14-x .+ it) + 5 (3)(1')

. 3(x - 2)
2

- 7

a
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For tanto, la grafica de

y = 3x
2

12x -I- 5 .

es una parabola con vartice (2,:-7) y eje% 11= 2. Se obtiene

moviendo la grafica de. "y = 3x2fl.
2 unidades a la derecha y 7

unidades bacia abajo.

CODIO.ya puedes háber recoOado del capftulo 12, este mdtodol

para esoribir un polinomio cuadratico en una forma en.la,cual

la variable entre solamente et un cuadrado pe'rfecio es lo que

llalmamos,compleci&del cuadrado. La forma kesultante se llama

forma can6nita del polinomio cuadratico.

Conjunto de prolemas 16-2

1.
1. Reduce cada uno de los siguientes polinomios cuadraticos a la

*fOrma can6nicar

(a) x2 - 2x

'(b) x2:+ x + 1

(01 x2 + 6x

.1d) x2 - 8x 2

(e) x2 - 3x + 2

5x2 10x - 5

( g). 4i20,+

(h) x2 + kx, k es ul, ndmero real

( i) x2 +

( ) - 3x + 2

Reduce cada uno de los siguient polinomios cuadraticos a la

,forma cpn6nica:

2
(a) x. x 2

(b),- x
2 + 3x + 1

ttl x
2 - 2x

(d) .(x + 5)(;40. 5)

( es) 6x2 x 15

(f) -(x + 1 -vvr)(x 4- 1 + N5)

. . ..-
..s.

. . ,
. ,.

It
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3. Describe, sin dibujar las irgficas, las paraolai 'represen-
taps por .los polinomios del problems 2.

Dibuja la grifica de
y = x2 + 6x + 5

tEn'cuitItos puntas aorta el eje x? Oug puntos son?

Dibuja la grgfice de

y x2 + 6x + 9
'1,En cuttntos,puntos corta el eje

I:Abuja la grgfica de

*I,Qus puntos son

.y = X2 + 6x .

zEn cuftlitos puntcv aorta el ej.e,..x?.
.

.11.4Suelve las' 'ecuaciopes que se 9btienen en los prSblemas
'4 y 5 cuando se4 asima a yq el valor cero. 'pOmpari los con'. .

.. .t. . .
.

.
. ijuntos dEk validez d.e. esas -ecuaciones con, lo ,conjuntos .de
puntes. en los que Ias pargbolas cartan el eje x. Idea Una.., . . ..

'regld par# determinar los ,puntos en las que una pArgbola
, , . .

',,inters.eca el eje x.
0.

8. Considera las formas can6n.tas de los polinomios
. ,.

de los sproblemas 4, 54.y 6 . kiC41eh d'e 'eso's polinomios .,

pueden 'factorizarse coio diferencia de dos cuadrados?
. i ' ,

cu4dr1ticos-*;

2:6 0
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*1 -3.. Ecuaciones icuadrSticas

16 3

probleMa, 7 aprendimos slue laagr4fica de la paribola

a y Ax
2 + Ex + C

corta el. eje: x en los puntos cuyas abscises satisfacen a la
ecuaci6n

, 2 + Ex + G .., 0
gsta ecuact6n se llama ,t...1_cueci6n cuadrktica si A # O.

Refaos. resuelto tales écuaciones antes en los casos en que
2 i f

"Ax -II
!

Bx* C" puede factorizarse como un polinomio.sobre lgs
W

enterr . zPuede "2x2 - 3x -I- 1". ser fatorizade-como un polinomig
,,..

sobrelios enteros? Si 5s est, revise -el plocedimiento qUe.empleaste
.

pare resolver-la ecuaci6n
22 - 3x± 1 O.

AhoFa podemos ir un poco nas lejos, pues podemos escribir
culaquier polinomio ,cuadrgtico en la farma canilnica.

Elemplo 1 Resuelve Ia ecuaci6n
x2 - 2x 2 0

, 6

Primert) escribimos el polinomio en forma canernica:'

.x2 - 2x - 2 ==(x -:! 1)2 - 3 .
+

# a . j40-. 2
Puesto que 3 ... ( A(3) , podemgs considerar el polinoMio como

_

la diferencia de doe, cuedrados:
x '- 2x - ,2 . <x

1)2 (45)2- 2

Web, recordemos c6mo sefactoriza la diferencia de dos
, , . ,.. . ..

cuadradps:
((x 443) ((x 1) '15) I..

Y ahora ya tenemos factorizado el golinomio sobre los ntimeros '

reales:
2x' 2 (x =11 +46,

N

Multiplica estos factores y comprufebP'el prodycto. El peso
A

final para la soluci6n es el procedi%iento familiar 4e

eacribir lt ecuaci6n "ab su fo-rma-,equ,ivalente

a
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1 ta = 0 6 b = "(donde a

Entonces los enuncia4Os
4

2 -

-

x -VT 6

son ndmeros reales.

sonstodos equivalentes. 4or coneiguiente, 1 conjunto de

Validez de la .ecuici6n 'es t 1 -4, *1 + NA)

Ves ast que el resolver 14qa ecusci6n cuadrgtica depende de

'nuestra capacidad para lactOrizar .el .polinomio cuadritico. Ademgs,

esa capacidad depende a su vez de la forma cannica del polinomiO.'

Si la forma 'canilnica es 1" diferencia ae dqs cuadrados, entonces

podemos bfectuar la factoriz ci6n,

E,jempio 2. kesuelve la ecuaci4
2

x - 2x + 2. = 0. s.

Escribigndaa ea forma 'Can6ilica,- tenemos

PerO gata no es .diferendia de dbs cuadrados y ppr tanto,
2

no podemos fa9tbrizar "x 2x + 2" camo polinomio sobre los

ndmeros reales . ecuacida

2
(k +- 1 = 0 le

no puede' tener .soluciones reales, porque (x

:,mayor que o igual a 0 :para todo ndinero, real

Luego, 1)2. + 1 es Mayor, ve 0. para ioaondmero x.

) es siempre

zPor qug?

Corijto de problemas 16-3

Eactoriza los siguientes polinomios sobre los ndmeros reales,

110 es posible:



%

+ 8c ± 3

(d). 3(4 + 43.

,(e) xJs.3

(f) 9x2 12x + h
.

2.(x - 1)2 - 5

(h) 3x -;2x2

Resuelve lasietuacknes cuadrfiticas siguientes:'

2X + v4 + =

5i =2x2'

(d) x2 =2x 4
n, .

.(e) 2x' = 4x , 11

- (r) 12x2 f)ic'

1.
Determina las cooraenadas del v4rtice.de la ,pa

ecuact6n es

bola' cuya.

-1,Cu.41 es el MiSTor valoK Tie puede tomar el polinomio

"-3X2 -E- 6x - 5" p

X1 polinomio "ac.2 ax.+ 21" nunca puede tomar un val6r menor
*

que'cie#os enleros positivos.:-1CU11 es el mayor de-Sstot?

iPuede tomar valores maiore,1 4ue este entero? .1Son enteros
a

todos los valores del polinomio?

'Considera el poilnomio,

2
- 4x - 1'

y' su forma cam:Silica

\

\1( 2

Puesto clue 2 = (-st2)
2

y 3 .= (45)2,, "2(x - 1)2 - 3"4'
, .es la diferencia de.dos quadrsdos Y puede, ppr tanto, factori-

,zarse porno un polinomio sobre los ndmeros reales:

-.2(x - 1)2 - 3-= (sriCx - 1). + 47)0(12--64h i) -479'
- is\

LC11.41 es. el conjunto de valigez ae la ecuacidn

2x 4x 1 =, ?
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El pertmetro de un recigngulo esde 94 pies'y su grea es de

49'6 cuadrados. 4Cugles son sus Omensiones?

Se Construye una caja abierta de unklgmina metglica rectaa

2gular que tie, 8 pulgadas de largo'mgs de lo gut tiene,de

anch4 de la m era siguiente:. se quita de cada esquina

mediante cortes un cuadrado de 2 pulgadas de lado y luego
\,

se doblan hacia arriba los lados libres. El volumen de la
. . .

caja que ast se obtiene es de 256 pulgadas cdbicas. 4Culles

eran la dimensiones de la lgmina metglica original?
1

'Dibuja las grgficas de los siguientes enunciados abiertps:

(a) y < x2 + .6x + 5

(b) y y 3)(2 - 12x +.13

(c), y > 3x - 2x2

(d) y . x2 - 61x1 + 5

,
9 -'ilia cateto de un trigngulo rectIngulo tiene 1 pie mgs di largo,

f
que el otro y es 8 pies mgs corto que la hipotenusa. Detet,

mina las longitudes de los iados del trign4lo rectfingulo.
-I,

10. Una cuerda cuelga de la vpntana de un edificio, Si se mantien-
. .

tensa verticalmente hasta la base del edificio', quedan &pies

cuerda tendidos,.en el *suelo. Si se mantiene tensa de

manera que el extremo de la cuerda justamente toque el amelo,

este punto dist4 28 pies del edificio. 14:qug altura del
'

suelo estg la ventana?

11. La hipotenusa de un'triiingulo rectgngulo aerie 3 unidades y

los catetos son de la misma longitud. Determina la longitud

de un cateto del trigngulo.
,)

12. Determina la longitud de una diagonal'de un cuadrado si la

diagonal es 2 pulgadas m latga que,un

13. La'longitud de una lgminametglica reartangular es 5 pieg
.3

mgs que el ancho. Si,e1 area es de 46.4 pies cuadrados,

determina la longitud.

2v t
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.14. la.suma.de dos ndmeros es 9 y la diferencia de sus cuadrados

-es 25. Determine loi ndmeros.

15. La suma -de 14 veces urindmero y el cuadrado del ndmero esl

11. Determine el ndmero.

16. Juan recorre 336 millas haste Chicago, compra'un'nueyo

automtivily regris4"al,d4 siguiente por el miiItIO cemino.

En el yiaje de vueltai, su veloadad-media ha sido 6 millas

por'hora mmnos que a la ida ytardd 1 hoia mgs que al A.r.

Determine la velocidad media en cade'vieje.

La sume-de un.ndmero y de su, recfproco es 4. Determine el

endMero.

Problemas de repaso

Dibuja las grgficas de los polinomios siguientes:

(a) % 3x2 ..

(b) 3x ..1- 3 +e

.

(i.) 3(x - 3)

(d) 3k(x - 3)

(e)e Explica c6mo puede deducirse la grgfica de (d), partiendo

.te la de (a):*
2

Dade la grgfica de j x'

(a) Escribe una ecuaci n de la grgfica que se obtiene al

girar la grgfica de y = media revolucl& alrededor

del eje x.

Escribe l.a ecuasidit de la grgiice obtenida al mover la de

2
y = x. verticalmente, 3 iinidades hacia arriba.

(c) EScribe la ecuaci6n de 1 grgfica obt jenide al movera

.-

4e y = x
2 hor#onialmente, 2 unidades a la izquierda.

(d) iscribe la ecuacidn de ia grgfica obtenida al mover la

2
grgfica d y = x \ma unidad hacia la derecha y dos

unidades hacia.abejo.

1.0

t



Nombra las grgficas de las eraciones siguientes, cuando

sea posible; es decir "pargb la","recta"* "par 4e rectas",

"pinto", etc,

(a) x (f)
(b) y x (g)
(0) y2

(h)

(d) y = 0.x2 (i)

(e) x y . 4

x2 -
.7 (x - 3)2

0 . (x - 3)2

x 3 . y 2x -

En cada uno de los casos 9.iguientes,determina:

(i) los puntos en los que la grgfica interseca el eje y,

(ii) los puntos en los e la.grgfica tnterseca el eje x,

(iii ) el mayor (0 el mepo valor de la expresi8n,ssi es

que hay alguno.

ode

(a) t 2x 8'

(b) x2 + 2x + 3

, - x2 4

5. 'Itsuelve

(a) x2 +'21 = 10x

(b1 x2 . 2x + 1

(a) x+6x=1

(a) x + 4
(e) 12 x - x2

(-f), lx1

(a) 35x2 51x + 18 = 0
. (e) X2 + = /IX

(11,) x2 + 2x + 2 > 0

6. La.suma de dos ndMeros es 9, Determine los rameros y su

producto, si gste es el mayor posible.

7. Un fabricante de bqtes aimrigu'a- quel costo en Olares de

cada bote estg relacionado conA61 ndmero de botes fabricados

cada.dta mediante la fdrmula

c = n2 - 10n + 3,5

,Determina,e1 ndmero de botes que gl debe construir cada dta

pare que el costo de cada bote sea el menor posible.

.



CapttUfo 17

FP1*IONES
*0

17-1. .E1 concepto defunciln

LTienes habilidad paraexplicar cosas Con.claridad a los
8

demis? 2p5mo explicartas a tu liermano menor la manera exacta de'

g

determinar el costo de enviar un ptiquete postal de primera clase?

,Seguramente va8 s primero a la okicina de correos mAs cercana y
,

al1t te enteras de os siguienteslftiu relacionados con 'el correo

clasificado-como d primera clase: Un paquete de una onza o
s

menos de

una onza

'etc. La

peso lleva un franqueo postal de 4, clOntavos;' de reds de

pero no mgs de dos,onzas, necesi.ta-franqueo de 8 centavos,'

OfiCina de Correos no aceptapequetes que pesen mgs de, 4.

20.1ibras para enviarse por correo de primgra clese.

Probarlemente explicarfas primero a tu hermano que tendrg qup

pesar su paquete cuidadosamente y calcular el ndmero de onzEctt.que

representa su ppso. LA qui conjunto de ndmeros pertenecerg dicho

ndMero? Describe con pr, isidn tal conjunto. Luego explicargs

ctSmo calcular el '5otal el franqueo requerido. Este Seri un

mero que expresa cent os. LA qui conjunto ds ndmeros perteneceri

est.e otro ndritero? scrtbelo con precisi6n. Si el paquete de

tu hermano pesa a- anzas, 6cuil seri el costo del franqueo postal
4

en centavos? LCuinto valdrg si el peso es 20 libras eon 15 anzas?

(Recuerda la 1imitaci6n impuestg al pes9 del paqbete.)

En realidasd, el problemt de detqrminar el costo total daa

franqueo postal de primera clase es un problema de aparear kos

ndmeros de dos coniuntos. Los del primer conjunto son los ndmeros

-reales entre 0 y 320, que representan los pesos de los paquetes,

postales calculados en cmzas. Los ndmeros del segundo conjunto son

naterostenteros entre 0 y 1280,, que representan los precios

del franqueo en centavos. Y lo que realmente has estado explicando

a tu hermand es la descripciAn de esos dos conjuntos y la.regla

Aft-

,
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bi

que le permitirg asodiar a cada ndnipro dado del kimei riZT)junto

un cierto ndmero del segundo cbpjunto.

Tu hermanb puede preguntarte por una "tdrmUla"410
, N

f;ara-ti significarta.uni "expresidn don-una vaiiable") quelle

diera aUtomgticaMente el total dalcostO-del franqUeO'Postal par:

cada.ndmero n de onzas. ,I.PUdesfdeterminar dicha ItrMUla, cot'
'\

asigna a dada ndmera real n ent;e,,0 y 320 el ndMero 'de cen-
..

tavo que requiere el franqueo?. 1,SerC

4n.

la'fdrmula deseada? 1,Qug estg.mal 'en ella?-

$i no puedes kicontrar una formula adecuAda, es,posSble qUe

puedas complacer'a ta hermano mediante una gr ,fxca que le dirg,

a simple v4ta los costos del franqueo.' Dibuj

,de dicha grgfica
.4

en onzas desde xc=

45

Ilerpreta,los.significados e los puntos marcados con,circulos

y.los puntos marcados en.'negrO% G&no explicarfas a tu hermino
A

la manera, de utilizar'esta grgfica para averiguar el ndMero de

5entavos asocildo a 31 onzas? zY 41 asociado a.4 onzas?
, 4

edos una porci&.-
t-

0 hasta n 5)

4:1

1:1

.,

,"
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quiz& entenderfa mejor el problvma del franqueo

se le construyes unatablaMbon pesos a intervalos de, digam6s,

1 tinza. Llena los cuadros vasfos de la tabla.
4

Franqueo Postal de Primera Clase

onzas
. -

1. 2
'2.
2.,.

3
ag. 3

1aT ...

centavoE
) _ ,

,...

No tienes que sentirte depnimado por no poder determinar.una

formula pricisa para esta asociatiOn. Hay muchas asociaciones
,

d6 ndMeros que no pueden ser descritas mediante Una wrest& en

una variabre. Lo*impdrtante es saber si la asociaciOn v'ede ser

..descrita de algdn modo, bi,en sea en arminos veibales,' o con una

grlfica, 0 con una tabla, o bien mediante una expresidn ed una

variable. 4
,

En los capftulos anteriores mucha's-veces hcmos tenido ocasitld,

de un modo u otro, de agociar un ndmero re41 con cada,elementd de*

un 'conjunto dada. Cuando una idea asf se presenta en tan variadas

dircunstancia's, resulta deseable, el gePathr dicha idea y estudiarla

cuidadosamente. Pot esto.es que hacnos ahora un estudio eqecial

de las asociaioneJ de ndmeros reales de%la 4specit constderada

en el problema Aerior del franqueo postal. Primero-xaminemo,s

algunas cuestiones adicionales que impliquen tales asociaciones.

Conjunto de prpblemas 17-la

1:44. En c'ada uno de los casos sipuientes, describe cuidadosammte

los dos conjuntos y la regia que osixia cadaelemento del

Primertonjunto con un elementp,del segundo conjuntO:

(a) ghtero posi "vo n 101131:11113 6 II 8 9. 10

endsimo entero imppr 1 3 5 7

'
(Llena las .casillas vacIas. zQud rOmero est4 asociado con 13?

cein 1000?)

t#

0o
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41.
'a

Imagina ung miquina calculadora especial, que adthite

cualquier ndmero real positivo, lo multiplica por 2,

luego resta ide ese producto, y nos da el *i-esultado.

4

., (Si das a esta mgquina el ndmero 17, 4414 te darg

como-resUltado?, Lqud ndmero asocia la mkuina con el

0? celn -1?)

(c) Dibuja dos rectas"numgricas reales paraelas y'toma

como unidad de medida en la recta superior un segmento

el doble de la unidad 1ç medida en la recta inferior.

Despu4s, desliFa Aa rectajnferior hasta'que su punto

1 se coloque directamente debajo del.punto 1 de la4rect

superior.- Entonces loara cada punto de la primera recfr

(la superior).h.ay trq punto Situado'directamente debajd

en la segunda recta. Aug ndmero estg debajo de -13?

1Y debajo de 13.? 1,Cug1 es el.ndmero que,mediante est,

coordinacidn, estg asociado con 1000? .

(d) Dibuja una recta respecto de un sistema de ejes coorde

nadoi, 419 tal mock; que su p*endientd sea 2 y su orZenad

origen sea '-1. 'Para 6adl ndmero a. en el Oe

ay- un ndmero b en el eje y,'tal que (a, b) son las

coordenadas de lin puntq de la recta dada; (Si*tomamos

'el purito -1 .en el eje x, 1,qud ndmero en el eje y



asbcia la recta a -1? '4Cug1 es

con 13?)

11-1

ndmero asociado con

Para cada ndmeyo real t tal que ftI41, utiiiza la

expresidn lineal ".?t - 4" para obtener un ndmero aso-,

ciado. (Aug ndmero *a*socia esta expresidn con - 2.?
3

1Y don 2?)

(f) Dado un ndmero real negatiAp cuaiceiera; multiplfcalo *

por 2 y luego resta 1. (Aug ndmero asocia este regla
6

verbal con -13? LY con 0?).

En;cada uno de los casos siguientes, describe )1os dos conjuntos

implicados y enuncia verbalmente la regla.que asocia' los ele-
.

mentos de 4ichos conjuntos. Indica, en Cada caso; cugntos

elementos asocia la regla con cada elemento del primer con-
.

junto.

(a) .A, cada ndmero real c .tal que .C.4 1, asfgnale un ndmero

2c 5 .

(b) A cada ndMero real, d, asfgnale un ndmero

(d, e) es la solucidn del enunciado "cl

(c) A cadii ndmero real x, asfgnale upendmerO, y

(x, y) sea solucidn de la ecuacidn
0

y_r*3x 4- 7.

,711.

(d) A cada eniero p, asfgnale un ndmeto, q tal'que (p, q)
4

sea solucidn del enunciado

.(e)* A cada ndthero racional U, asfgnale un ndmero v tal

que (u v) ;sea solucidn .0e la ecdabidn
2 9A1

3. Da.unadescripc d'n verbal precisa de la asociacidn entre el

peso y el pato de un pacjilete,pRstai de primera clase.
. , ,:k ,...

DescribOlfuncionamiento'de una'mgcluina que pesa el paquete
. z

y automiticaMenie marca sobre.41,.el franqueo de primera

'clase apropiado,

tin



Algunas fsociaciones, Como las.,de los prol;lemas*2(b) (d).

y (e), asignan 4 cadandMemo del primer conjUnto mgs de Un ndmero

del :gegundo con3unt ObServargs, sin embargo,que en todos les

demgs problemas y eemplos tratados., cada nlIero elegido en el

Vrimer conjunto venfa.asociado con exactamente un ndmero del

segundo-cOnjunto.

Est:a es-la idea, importante que deseamoststudiar. Llamamos

a tal asociacidn tna,funciefl .

conjunto de nAmeros y una regla Rue

asigna a cada,ndmero de este conjunto exacta-
.

mente mundmero, entonces'la asociacidn resul-

tante ae ndmeros se llama una fungi6n. El_

conjuntordado se-llama el dominio de definicidn

de la funtidn, y el conjunto de.los ndmeros

asignados st lfama el campo de valores de la

funqi6n.

Es muy importante comprerider:que dos reglas diferentes dan

lugar a la misma *funci6n si, y sdlo st;-tienen el 4kismo dominio

de definicidn y determinen la misma asociaci8n de ndmeros. Asf,

las funciones.de los problemas 1(c) y (a) son las mimes, aunque

estgn descritas de' modo diferente. Pero las funciones de los

problemas 1(a) y (b) son distintas, porque tienen dominios tie

definicAn diferentes.

Ahora vembs que,una funcidn puede ser .descrita de vari4g

maneras: Hediante una table, como'en problema 1(a); por una

mgquina, como en el problem& 1(b); por un,diggrama, comp en el

problema 1(c); mediante una grgfic2, como en ea pl'oblema. 1(d);

por Tedio de uia expresi6n con una variable, tal como en el pro-,

blema 1(e); o por una descripcidn verbal, como en el'problema 1(i

Para'nUestro prop6sito, la manera mgs importante de. describiT

una funcidn es.mediante una expresidn qut contiene una variable,

puesto que entonces podemos utilizer m4todos algebraicos pare
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estudiar la funcidn. Por otra parte, debemos darnos cuenta de

Aue una func4n no- necesit4) y en muchos casos no puede, ser

descrita por medio de una expresidn con una variable. ,(Recuerda

el ejemplo del franqueo liostal de primera clase.) El mgtodo

grgfico:taMbign es importante, porque visualizar ciertas

ropledades de las funciones.

Coniunto de problemas 17-lb

iCugles entre las asociaciones descritas en el Conjunto de

problemas 17-1a, representan funciones? Si para algunas de

ellas no es asf, explica por

2. Para aqtellas asociaciones contenidas en el pryblema 2 del

Conjunto de problemas 17-1a, y que desckiben.funciones,

enuncia la regla, si es posible, mediante.una expr idn en x,
t,

.4 donde x .pertenece al.dominio de definicidn. POT,ejemplo,

en el problema 2(a) la,Fegla viene dada por 2x - 5f donde x

es-un ndmero real Mellor que l.

En cada uno de.los'casos siguientes, describe (si es pos ble)

(
.

funciSn de dds mAneras: (i) mediante una tabla, y.

(v.) mediante una expresidn n x. En dada caso desdrib

el doeinid de definicidn.

(a) Alcada dfa asotia et ingreso Par leventa de heladOs

ef vendedor citado en el capftulo 6.

(b) A dada entero positivo asocia su residuo al dividirlo

por 5.
1

(c) *A dada ndmero real positivo asfgvale el product° de 17-,

por42 mAs que el ndmero.
%

(d) *A dada ehtero positivo n asdciale el engsimo primo.

(e) Asocia a cada dfa del aft el ndmerd de dfas restantes def

Ao (no tisiesto).

(f) Asocia a dada. nlimero de.d6lares invertidos al 67 durante

un ano, el ndmero de'ddlares obteni4os como interns.



(g) Asocia cada longitud del digmetro de una circunferencia

con la longitud de 4sta.

(h) Dibuja dos rectas num4rioas,paralelas e iddnficas y

, deslizela de abajb haste clue su punto 0 caiga directe-

mente .debajo.014e1 ppnto 1 de la recta Oe arriba. Entonce

haz girF la recta inferior media vuelta alcededor de su
A Apunto 0. Ahora asocia a cada ndmero de la recta superior

el.pdmero que eae directamente debajo en la recta inferior

girada.

Con cada eniero p9titivo mayor que 1 asbcia el mgp pequefio

factor'Cmayor quel del entero. Construye tug table con diez

de los pares asociados que nos da esXa funci6A. lAti4 entaros
4

.resultan abociados consj.go mismos?.

El costo del.franqueo postal de un.paqii;te estg determinado

por el pesq del paquete en libras pdr exceso Esto pueda

describirse est: A cad& ndmero real positivo (peso en libral)
t

,se le asigna el entero mgs pr6xima a 41, meyor.o igual hue, 41..

pefine egto una funci6n? zPuede representersemediant; un

expresion con una variable? lCuS1 'es el dominio 'de definicidn'

(Observe cie la'Oficina de-CDtreos no aceptarg un paquete

que pese mgs qe 32 libras.) 1Qu4 ndmero tocia este regla a

3.7? a 5?

Asigna a cada ndmera real x el ndmero -1 ai x es raciofia

y el ndmero 1 si x ei irracional. IA1114 ndmerO resultan
3 1

entonces asignados a los ndmeros -It, --,
.

-
2 2 .

0
) /' .

,..... ir
-42; --i, 10

6
? LPuedps representar-est.4 funci6n de otra

manera que no sea por su descripci6n verbal?

7. Algunas vec'es el Oominip de defini '6n de une funcidn no,estg

munciado explfcitamente, pero se so ntiende que es el mayo.t.

conjunto de ndmeros reales.al.cual puede aplicarse la regla

que determina.la funcidn. Pbr ejemplo, si una funci6n se

define meditnie la expresidn 1 entonces,-a menos que
x +*2

A

2.0 A
.st
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'sd diga otra cosa, su dominiot de defi ici6n es el conjunto

de tedos c)s, ndmeros reales distintos de -2. (iyor 144?)

AnAlogamente 61 dominio de f1efinici6n de la funci6n definida

-sig7-772 es el conjunto.de todos los ndmeros reales

iguales o mayores qde .-2. (iPor qua?) rTtermina 41 dominio

-de'definici6n de cada una de las fUnciones definidas por

las expresiones siguientes:

(
X

( b) .1 2x.

En ciertás ap licaciones, el dominio de definicidn de una

-funci6n puedi-automAticamente
restringirse a aquellos ndmeros

que conducen a resultados para los cuales el .problema tenga

.sentido; P'or ejemplo, 61 Area AA de un'rectAngulo de
..

perfmeiFo fijo de '10 se obtiene mediante A s(5 s),

0 a, '
donde § es la longitud de un lado en pies. Tal expresidn

s) define una funci6n para todos los valores reales

1

de s,* pero en este prOblemecolicreto:tenemos que limitarnos

a considerar.s6lo lo viloies de s .'entre 0 y 5. (iyor qua?)

zGuAles.son los
domipios.de definicit5n de las funciorNs presen-

,

tadas'en los problemas sigu.ien'tes?

(a) zQua inter& se obtien invirtiendo' x daaresdUrance

un alao.al 4?

) .Un tviangulo tiene 12'pulgadas
4u9.dradas de Area y su'

base.,m1de le pulgadas. 2,C1.41 es su altura?

(c) Se eiata de hacer una caj'a retd.tangulir. abierta cortAndo

1

un cuadrado de lado x de daaa esquina de una lfimina

rectangular de laten-que mide 10" por 8" cy doblando

luego hacia arriba las -partes lgterales. LCuAl os el

a

volumen de la-cajia.



17-2. La notacidn funcional

i

.

.
, ...

Hanibs estado Usando letras cOmo'nombres.de-ndmeros y ocasio-.
.

.

.

nalmentecomo nopbres de ciertas expresiones. Anglogamente
1 .

. ..emplearemos ssletras
,

para nombrar funciones. Si f es una funoliSn
dada;, y si x es un ndmero pertenbciente a su

*nict6h, entouces'designaremos con f(x) el ndmero que f 'asigna
a x. -El sfmbolO "f(x)" se lee "f'de x" (no es f'veces x)6

y ei ndmero f(x) se llama-el valor de f en x.

La notacidn funcional es muy efaz. :Ast, cuando queremos
describir la fdilcidn f: "A cada ndmero real :x le corresponde
el ndmerio, real 2x - 1", podemos escribir

f(x) = 2x -.1, pat:a cada ndmero real x.

Entonces,

Esto es, f

Anglogamente,

1

4

asigna a

12(4) - 1 -
2

f(0) = 2(0) - 1 = 212

T biSn, pues, f(a) = 2a - l*para cualquier ndmerd real a.

Oug ndmerosIreales estgn representados-por

4.

fe. f(.) $ f(s)
donde 4s es un nenero real? Si, t es un ndmero real, entonces

f(2t) = 2(2t) -

Oug ndmeros reales esIgh representadds pqr-
!

f(-t), 2f(t), f(t 1), f(t) - 1?

AlgUnas veces funcidn est definida en do's o nigs partes,

tal ct'amo la siguiente funcidn h, definida por-

h(x) = x., para todo ndmero x tal que x v?: 0,-

h(x) = -x,, para todo ndmero x taL clue xe O.

4



.

,
.. .

. , - *

,

A pesar de contener dos.emihclones, tsta definicidn tsen

vidad, una sae yegla y repOsenta Vila sola funcidn. Es.costumbre*.
.

abrtlar el enunciado de'esta regla, escilbigndola or: '

17-2

.*
. i

x k 0 ,

h(x)

LCugl et el dom nio d'e definicidn de h? 1,Cugl es
..

valores de al? 01:)trIla ve 114,3) ---i 3 -y . h(3) = 3

ya anteriormente hem9s.considerado esta fun4dn. h,

el ;campo de

En reelidad,

en la forma

h(x) .= lxi, Rara toda valor real de X.

Consideremos.otra funcidn g definida ast:
* 4

g(x ) = -1, P*ara todo mimero, re1 x tal qu -x.4 0,

g(x) = O, pate, =

,g(x) = para -todo ndmero real x, tal qut x > 0.

'Es importante drse'cuenta de que,tambi4n es 4sta una sola*regla

que.define una sola funcidn, regra qu't resulta descri,ta *en trts

partes. Para conveniencia de la escritura, lbreviamos una vez

mgs la descripciin dt:esta funcidn g, escribiendo:

1.1

g(x)

4

-1, x <0,

0 x = 0,

1 x > 0.

Observa que g asignaun ndmero a todo ndmerd real; por consi-

guiente; el dominio de definicidn de es el conjunto de todos
I.

losndmeros-realeS. iSugl es el campo de valores de la fungi:6n?

Vemos que g(-5) = -1 y g (m) = 1. Ou4.ndmero
s(

reales Aes tgn

repre'sentados por
g(.), g(.0)? Si a>0,

2

lcugl es -g(a)?, Lcugl es g(-a)?',Si.4 a es un ndmero real

chalquiera, distinto de cer9,:lcull es jai)? LSerg posible .

escribir .g mediante'una regla expresb1e ,con una sola ecuacidn,

como hicimos para-la funcidn h en el- ejemplO anterior?
.v
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Conjunto de prob1emas'17-2

Dada\la funci6n F definida como sigue:^

F(x) = 2 - Ic para todo ndmero real
2

' lAugndmeros reales estgn representados por:,

(a) F(-2)

(b) 1F(2),

(c) F(- F(i)

(d) F(I) 1 (j) F(2t)

(e) F(0) (10 F(1)

F(-6)1

Dada la funcidn G definida por:

G(t) = para todo ndmero real t.

eugl es el campo de valores de G? Oug ridmeros reales

F,(1-61)

(1) :c.Ekt) paria cualquier ndmero
, A real t

.eEtAn representados pot los siguientee

(b) G(a) 7 G(-a) ara cualquier ndmero reali a.

(c). G-3)

: 3. Considera lefuncit'n h definda por:.

t 0

h(t)= t = 0 ,

1, t > 0 .

LEn qug difiere esta funadn h de la,funci6n g definida

en la seccidn 17-2? (ObServa que la misma funci6n puede

noMbrarse de distintasmameras y'contener diferentes variables,

con tal sue la regla y el dominio de dbfinicitIn permanezcan'

'los mismos.)

2-9S
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'Considera la funcidn' k definida

. 1.134.'

x 0x. ...,..
0 ,

k(x) x = 0 .
Nuestra que k es ki. mIsma funcl6n

,.
seccitn 17-2., *

laada la fanciiSn 11 definida-porz

H(z) = z2 '1, -3 < zh1.3 .

17-2

r
definicla en la

Lku4 ndmeros reales son 1..os representadds por los siguiefites?,

(a) '11(2)

(b) .114)

(e)

(d) 711(-2)

(e) -14(-1) + 1

(f) H(3)

4

(g) 11(a), atra dialquier ndmero 'real' a tal que '44#
a 4, 3!

# .
.

1-1(t.- 1), 'para'cuaiqtlier ndmero real tal que -2. t 4 4.

(if H(t) - 1, para cualquter rdnero real t tal que :3 4tt.3.
,.

Considera la funcidn . Q definida por:

.
Q(x) ={-1,

-1 6 x 4 0
, 3

. -

x, _0 4. x,. 4 2 .
(a). i,CuAt es el dominio de definici6 de Q?.

(b) 2,Cuill es'ei campo de vaj.or9s de Q?
,.

fc)i zQug niftmeros son-los representados por:i
Illp '.61 i(-.1),. '1Q(- 1...)1 QM, Q(-1) iX2), (glr)

2 2

(di Si R estl aefinida por
z, 0 < z 4 2

) R(z) ..

4 -11 -1 <0 1

,
zes R una funti6n diferate *de. Q?

299
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a .
.. ,.

Eta P lsa f;incidn definid en el.. pr"oblema 1. 4Cuigl es el

.almjunto le '7,a14.i.dez de csada. uno .de siguIentes enunciados?

(a)"" F(k) -1
:

(b) F(E) 4 0

(c) F(x). =

(d) F( = x

(e) J7(x)

. (f) 1.F(x) 1

la -funci6n definida en el problema 2. Dibuja

ficas sle Das conjuntos de validez de.los eniinciados

siguients:

(a) 'G(x) = 1

(4)) G(x

(c) G(x) 1

(d) G(x + 1) 2

0
scribe cSmo difieren entre sf los siguientes.iares 446.

Wig
func ones:

(a) .1(x) = x

17-3. GrAfiC.as de funtiones
11.

lina manere de representv, una funcidn es por medio de una

grifica, cómo ya hemos vista anteg en este capttulo. Pfi4o una .

. _S.

funcidli f est$ defitidat IAt.rgfiai' de f es ia fica del
ft

: conjunto de validez de la ecuaci6n
1

r-'

' y"= f(x)., .

/

Ejemfaci 1. Dibuja la grSfic4 de la funci6n I.- definida pc): ,

Nr
,

)

f(x) = 2x - 1, 0...x .42. )

Esta es la grgfica de la ecuacidn .3L = 2x.-

.

ao.
a

X 2.

.a



I.

,t .
4 , .

..
. ,

.

\.

ZEs Asta iguaY que 1a4r4fica de la Tuna& F definida por

= '2x -' 1, .-24:x4:2 ?
.

>41

A,

.

Ejemplo 2. ,.Dibuja4 grifica de la fullc1& g definida poi:

-I, x 0'

g(x), < 0 x r 0 ,

1 x >0 .

sLa grgfica de g es

V

Conjunto de problemas 17-3a*

DIbuja las grAficag de las funciones definidas cOmo sfgue:

(a,) T(s) + 1, 2

%.(b) G(x) = ixi, -3 x

3 0

')



( ) if(x) =

(d) V(t) = t2.

(e) h(x)
j < 0

1, x > 0
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-3 S x < 0

0 x < 3

< t . 1

(f) if(x) . -LEL

4*.

iAlgles son los dominios de definiciAn y,los campds de

valores db Iietunciones definidas en el problema 1?
ft

Dibuja la grgfidia de la funciiln q deil.nak.por:

-1 -5.e. x ,

q(x) < x, -14x <1 ,

2
1.**-0C 4(-- 2

Da.una regla pare definir la funcAn cuya grgfica vs la

recta que va desde (-2, 2) a (4, -1), ipcluidos lOs extremos.

llauna regla para definir la'!funci6n cuya grgfica consiste

en dos segmentos rectillneos, uno que va desde (-1, I) a

(0, 0), incluidos los extremos,..y el otro que va desde

(0,.0)'hasta (2, 1), excluidog los extremos. i,Cugles son el

dominio de definicidn y el.campo,de valores de esta funciAn?

Dibuja la grgfica de .1a funcidn f que satisface a todas

las sigutentes.condiciones sob're el dominio de definici6n, .

f(-1) = 2

f(.01 = 0

f(1)-= 0-

f(2) = 2

f(x) 4-0 para 04x4C.1.

Ahota que sabemos -cdmo dibujar'la grgfica de una fupci6n, es'

natural-preguntar si up conjunto dado de puntos en el piano es la'
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grgfica de alguna func145ri. 'Abuja varios conjuntos de

puntos y.pregdutate'qud low la definicidn de una fun-
- .

i. 4
.

cidn dfige' de su grgfica: Precisamente requiece que pare cady

abscisa'en el- aominio de definici8n baya exactamente una orde-

nada asignada por la funci8n: Ast que, para cada ndmero a
,

en el dominio de.definici8n de la funci6n, zéugnto's puntos.
,

de su grgfica tienen dicho ndmero cblioD abscisa? Si se, tfaxa

una recta vertical Aecalte a la grgfica de la funci8n, zen

cugntos puntos esa recta corearg la grgiica? i,C8mo fotmula-

taslla regla correspqndiente a una funci8n a base de 'su

grgfica?

3 )

4



4.

-544--

Conjunto de problemas 17-3b

1. Considers los cocijuntos de puntos; sin incluir los ejes

coordenados, indicaps en las figuras siguientes:
1 ,

ri)

lCulles de lai anteriores figuras son grgficas de fan

ciones? Explica la raz$n de tu Tespuesta en cads caso.

Como ejemplo, considers la figura Este figura es

la grSfica de una funcidn f cuyo domknio de definicAn

es .el conjunto de todos los ,x
.

tales que -2<x <2. .;



cor tppondienie a la funcidn puede estallleterse

del.podo siguiente: Si. .2a...2,:entontet f(0 =

. divde z(a, b) es el (101nicot) punto de ia grIfica cuya
.

abatis& es .a. .

.

.

, . 2 La figura adiuita es la gr.tfica de una funcidn
. 1 .

: de la grfifica
. .

(a) h(-37, h(0), h(2);.

b;

4(04 el dominio de definicitIn de h;

el aampo;de:Valords de h..

- MMIEMOMMEM MOIMMEM

=manes= =MIMI
MMWRIMMEN MEER=
WMEMMININ =MIMI
IMOMMINESOMMEMM
1111111111111111111
MWEBEENIM NOMMENMMUMMEM =OMEN
WWWWWOMMIVEMOMO
MMMIUMMOM =MOO
11.11111111111111

3. ',§ea G. conjunto de.puntos en el piano que es la grfifica

4de ulna dierta funci6n g.

(a) %Para tada x en el dominio de definici6n de g,

exPlicas,c6mo debes utilizr la grgfica"para obtener g(x).
A 4

(b) iCetmo obtienes el domipio'de definici& de i mediante

ia grfifica de G?

' (c) Muestra que.si (a, b) y (c, d) son dos puntos
4

diettintos cualesquiera dela gr,ifica G, entonces

*Sea G .iniCon)unto'cualquiera de puntos-en el plano con

4

14

4

Deduce

propiedad.de.que, si (a, b) y (c, d) son dos puntos

distintos cvalesquiera de G4 entonces a c Nuestra en-

tOnces que G et la gr.ifita de una funtidn.

Dibuja'la gr4fica*de la.ecuatidn Y2 x, para 04:x4C4

zts fista la grfifica de alguna funti6n?'
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177.4. Funcioneslineales

a

.
. k

Una n46n cua grgfica'ei'pna.lfnea recta (o una porciA

,de ella) e llama funci6n lineal*. Ya has trabajado con funciones
il

.....................17

lineales en el capttUlo 14, pe.o entonces las estudiabas en Itla

forma de expresidnes linea'les k ,Puede con?idera.rse cualquier
Apt

C.
lfnea recta en el piano como la grgfica de alguna f;Ancidn lineal?

2,(44 dices respecto de la recta cuya ecuacidn es it.= 2? lEs
4t

posible representar tada fuacidn lineal median,te vna expresitin cc

una variable? 'i.Cugl es la forma teleral de tal expresidn? (Re-
,.

Ii 4

cuerda la forma en y de la ecuacdn de una recta.)
4

s

Coniunto de1problemas.17-4

Si f es una funcidn lineal, entonces hay ndmeros realeV

A y B ta s que f(x) = Ax + B para todo x en el

dominio d definici& de f.

(a) Describe la grgfica de f. si A 0.

(b) Describe lalgrgfica de f si qk = 0 sy B = 0.

(c) Determine A y B cuando la grgfica de f les el .

segmfiento rectilfneo que une (-3, 0) con (1, 2),

incluidOs los extremos.

(d) Lcu$1 es el-dominid-dbe definicift de la funcidn consi-

derada et la p4rte (c)?

(e) Determina A y- B .cuando la grgfica de f es el
5,/

segmento rectillneo qt.le une (-1, 1) y (3, 3)

sexcluyendo los extremos.

) i,Cugl es la pendi'ente y ei punto de intersecci& con

el,eje y. de la grgfica de la funcidn considerada en
1

la parte -OP, .

) zCugl es el daminio de definicidn de la funci& ponsi-
,

derada en la parte (e)?
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17-5

.0

'Si L
4
es La recta complete que contiene los dos puntos

(- '9, 1) y (1 -1), describe la fUncide h. etya grgfica.

A

consiste en los.puntos (x, y) de L tales clue.
"
-2.5:y 42

,

iGugles de las.-eipresionehrisigufentes representan funcl,ones

...
.

linealek (es decii., tienen una grgfi4'.rectilfnea)?
...,

.

(e). -(x - 21 : (d) ill

.K Ix.- ?I (e) (-x)

(e)
a1-x- 2 ,

.
( 'x2 - *2

i
,

.

Sea *f la fungi& lineal definida por:.

4,

f(x) = 2,-para tocio ndmero real x.

Escribe cada expresi6nde las consideraAas en el problema 3,

comp una funci& .g en tdrminos de la funcidn 4414- f.

Ejemplo: La expresidn (a) .describe una funciArt g tal'que
4'

g(x) = -f(x), pare todo ndmero real x.
-11

1,De qug modo estgn relacionadas las grgficas de f y g

enUes partes (a) y. (e) del problema 4? Dibuja cada pax

en un sistema diferelre de ejes coorOanados.

Si F y G son funciones lineales definidas par.a'todo nf ero

realx por
F(x) = -3x , (x) = 2x 3

explica qud releci& hay entre la grgf1ca del enunc ado

'F(x)(y G(x)) = 0

fr

as grgficas de F y G. (Haz esto sin dibujar las grgficas

de F y d.)

17-5. Funciones.cUedrgticas

Hemos desciito una funci& lineal mediante una expresi.en

lineal con una variable; isto es, cualquier funci& lineal f

puede definirse por.
f(x) = Ax + B,

ta.
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t..

donde- A, B son ndmeros reales. Es naturAl definir entonces
a

-una.funcitSn*cuadrigtica ,coraa una funciernique estg expresEtda mediant
un polihomio cuadrgtico 'en una variable,

Ax2-+ Bx +, C,
donde A, ,B,,c son ndmeros reales. Si A == 0 el polinamio

cuadrgtico se redgce al caso lineal; por lo tanto, supondremos
lo que sigue de este capftulo, qA A 0 0.

.Elernplo 1. Define la funcidn Mediante:

g(x) = 2x2 - 3x + 1, Ipar'todb ndm'erts real
'Entonces

g(0). 13(.) = 2 (4) - 3(-ff). 1 =.

N.g(t)- = 2t2 3t + e2t) 2(2t)2 3(2t) + 1
e

8t 6t 4. 1

g(t - 2(t .1)2 - 3(t 1) + 3. = 2,t2 7t + 6
Lueg6, cow? g(x) = (2x 1)(x - 1), se 'deduce que

y g(1) = '0 (zPor qut.?6f

a

Observa que

tnientras que
1 (-2) 3(1-2) +

-212

1

3

Conjunto de problemas 17-5a

Sea f la fund& viadrgtica definida por
f(x) = x2 - 3x - 21, para tod6 ndmerceat x,

g la funcidn'cuadrgtica definida por
g(x) .= 3x2 - 2,, -3'4x <3.

(a) Determina f(-2); f(- $ f(0) fq;),) f(3), (a) ;

r(), f(a + 1)., donde a

(b) Determina g(-2),\ g(- 41),
.g(2t - 1), -1 4t 4.2

es un mimero real cualquiera..

g(0), g(3);



-

(c) Halla el conjunto de validez del enuilciado

."-f(x) = 0".

(d) Dibuj a la S;'Sfica. del' enunciado " f(x) A)" .

t(e) Determina f(t) g(t), *-3 t <3 .

4#
f )N4 Determina para el ndMero real a:

f(a) + 3, f(a + 3); 31(a), f(3a).

LSon 3olingmios cu icos en a todos los que'

4

17-5

.resultan en lg parte (f)?

(b) De termina e(t)g(t) , -3 4 t 4( 3 s; )

1 .

( i) lEs un pdlin9mio cuadrAtico ea- t el polinomio que

ae_ohtiene en la parte (e)?,- -LY el qtle 'se obtiene

en la partze (h)?
s

2.s. DesCribe las funciones que apare9en en tos problemas siguientes,

diermina los dominios de definici6n, y resuelve los pioblemas:

(a) zpu4 As el Area A de un triAngUla cuya base tiene

pulgadas de langitud y cuya altura es 10 pulgadss

as larga que la bahe? '

(b) -es el producto- P sle dos ndmerioDs positivos si la

suma del mayor y de dos veces el. mAs pequelio, s es

120?

(c) Se van. a emplear 120 -pies de alambre para constrpir7un.

cbiral rectangular a lo largo de la pared deun granerof

'con Asta coma uno de.los lados, del corral. Si L. es la

longitua del lado del corral paralelo a"Ya.pared del

p granero, determine el Area A del corral.

bibuja 1a grfiaca, de la funci-6n cuadrAtica f definicia por:

(a) Ox) x? + x I, -3 x .

(b) f(x) 3x2 < X'< 2

(0) f(x)'. .x2 + I .2 <

3.9
4
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En los problellias desde el 4 haste el
8, refiarete a la firra 1 y la,

'gricf4.ca de y x2:,:.;;#tambl.an a sla
seccidn 16-1.

a.

Para cualquier ndmero real x, (zPor qua?) Adeas
, 2x = 0 si y stflo si x Explica por qui la grafica de
y, = x2 estS toda ella pdr encima del ej4 x y toca a aste
sSlo en el pUnto. (0, 0)

5. Para cualquier 'Amer° real
)2

2Si b) es uti py90 de la.grffica de y = x demuestra
que b) es.t4 tambian en la grafica. (Esto significa que
la porci& de la graficeque esta en el segundo duadrante
puede obtenerse girando la porci& cbntenida en el primer
cuadx\ante alrededor del eje y: Decirnos entonces que "f
grafica de ,y = x2 es simatrica respecto del, ele -2.)

6 Si .x es cualquier mero real tal ,que O.xic.1, entonces
x 2 (zPor qua?) Muestra que la porci& de la gritica de

2y para 04xl, est$ por debaio de la grafica de y
7 : Si l< x, entonces

*x4,x2 . (zPor qua?)
Muestra que la porciik de la grifica- de y = x2 para
est4 por, encima- de la recta y x,

8. Si a 2 .b son ndmeros reales tales que < a<b, entonces
a2<14)2. (LPor qua?)

31
. a
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Muestra que la &rafica de y x2 sube conitantemente *al

rernos hacia-la derecha., a-partir de 0..
,

9. Ivluestra. que Una recta.horizontal corta la giafi4ca de y = x2
r, *

, . .
. a lo mas en 8os puntos.

.10. Elige cuaiquier pUnto (a, a2) de la.grafica de y x .2

. ..

LCual es la pendithite de la recta que pasa por (p, 0) y
2At& ea, a )? " A medida que elegimos puntes de la grafica

, .
..

pr6ximos 1 origen (a pr6ximo a 0), qu I.e stIcede a, 1.a

pendien.te de etsa recta? 1,Puere1es explicar.por qut la gilfit-a
'2de y = x es liana muy cerca del origenZt

Los problemas desde el 4 al 10 jUstifican'.la g rafica de

dibu.jada en la figura 1. 'Este grafica es un ejemplo de

uina parabola. X1 punto (0, 0) se llama su vertice y la recta

x = 0 su eje
2 .

Con lo'Aue saberno,s acerca de la graficade y = x podemos

obtener gi-aficas de'otras funciones uadraticas. Ya se hize
4

estoa.en la secci6n 16-.1 para. funciones cuadraticas.particulares.
Comprobemas esas extensiones de lagrafrca de y = x2 a 'lat deN

+ 33x + C Para nilmeros reales A, 13, C, con A * 0.

'Y

a
.

Conjunto de yroblemas 17-5b

Describe c6mo difiere la grafica ts
Cm

de 14c.,= ax
2 de la de ,y = x2 en cada

uno de lbs casos'siguientes:

1*(a) 0,.< a <

(b) .a >

(c) -1 < a <

-(d) < -1

e) muy grande

(Refiéree a .1a figura 2

.11
31 1

4.

Figura 2
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2. 'Descritiq amo difiere la

grtfica de y v, x2 + k de la
de y =ix! en c.ada uno de los
casos srgtdentes:
(a) k >0

(b). k 0
- (Refi&ete a la figura-3)

Desciibe c6rao difiere la r1fica de )7....

de y x2 en los casos: 9
(a) h> 0, (b) h 4(0.

(Itefidrete a la figura 4)

2

Figura

h) 2, de la
ts

-5 -42. -I

Figura 4
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utilizfndo los, rtesultados los'problemas 1, -2-*\y 3, y

,sin dibujar las grlficas describe las formes de las parl

bolas sigmientes:

(a) y (x 1)2

(b) y = -2
(c) =4x2 - 3

(61) tx
f

(e) y'. (x -12)

(f) y + li2 4 lib

(g) y = 2(x - 1)2 - 1

(h) y = -2(x 1)2

)0

Si a, h, k son ndmeros reales, di cdmo la grlfica de

y =.a(x --h)? + It. puede obtenerse de la grAfiaa de 'y =

IN

/Cull es el Artide de ra parlbola y = a(x h)2 + kl

es. la ecuacidn del eje de esta.parlbolal

/Call es la ecuacidn de una parAbola cuyo 14rtice es (-I, I)

y cuyo eje es la recta y = 1? /Qantas parlbolas cumplen

eseis condiciones?

17-6. La grAfica de ys= 42+ C

En la secci4n 16-2 apr:endimos a poner un polinomiocuadrltico

Ax2 + Bx C en la forma a(x + k. A 4sta la llamamos la'

forma cAndaica.del polinomio. En-la seccit5n anterioi-aprendimos,

2.

t

a dibujar lagr/f4.ca de la ecuaci8n y = a(x -- h)! + k. De,modo

que,tenemos un mAtodo pare representar rlpidamente la gr

)

fica

4

de cualquier funcidn cuadrltica..

Ejemplo 1). Dibuja la grlfica de la füncidn f definida por_

f(x)
2 -4-6x -

Comp3.etand6 el cuadrado, obtenemos

'2

-3x
2
+ 6x 1:= -3(x 2X+ 1) - 1 + 3.= -3(x - 1)

2
+ 2 .

.

La Irlfica,de y = -3(x - 1)
2
+ 2 ,se obtiene de la de

y = 73x como se indica:
0'



Para'compiohar*ilaue eiproceso de trasladar la grAfica de.

$ una unidad hiCia la'derecha y luego dos unidades hacia
arriba, nosda realmente la grIfica de y
pademes argumentar coma sigue: SuRongamas que (a, b) spn. las

. . .

,coordenadas de un punta-de la grgfica Cilya ecuacidn es

y = -3(x - 1)24- 2.

Entonces esas coorden'adas deben satisfacer a'la'ecuaci6n; ea'

decir,
4 h .:3(a l)3 + 2',,

ep un.enunciado c erto. Pero entonces

es

b - 2 ,3( a - I)
2

tambi4n uno enunciado cierto. Este enunciadotfinal afirma que

el punto de coordenadas (a - 1,.b estS en la grlfica de '
,*

y'= -3x . Pero, zcuAles son 1.0 posicxones tivas de los puntosNita
(a - 1,.b'- 2) y -(a,-b)? Partiendo de., (a,- 1, b 2)1.4nemos-

quq trasladarnas 1 unIdad h4cia la d'ere'eha y 2:unidadda hacia .

afriba para alcanzar el punta b). Estoes precisamente lo que,

hicii;los con eada vunto de le grgfica ae y -3x2 para llegaj

al.ptitto corresponqpnte en la gTSfica de 'y = -3(x - 1)
2+

2.

2

111
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p.

Con Aunt° de problemas 17-6

scribe la forma cantSnida y dibuja la grgfvica de cada uno de
los polinomios cuadrAticos siguientes:

4

. ... (a) x-2 .- 6x* 10. . (d) 7x2 .- x +
Jo

(b) - 4x2 + 4X - 9 . (e) 42 + 4cx +
.

,
. 2 .-

, ;-

. - (c) 5x - 3
-,

.

(f),
52, - 3x -

124

.>

2. Para cada ipolinomio cuadrgtico'del problema 1, determilia los

puntos (si los hay) en lee flue la grgfica cal:ma el eje x.
.

. 3. Demuestra sk teorema siguiente: Dado cualquier polinomio
, cuadrgtico Ax2 + Bx + C, existen ntInteros reales a, h, .k

tates que

.

J

a(x h)
2

+. k Ax
2 + C$ par& todo anero real x.

Los ntimerds a, h, k estgn relacionados con los ndmerOs

A, B, C medialtte los tres 'enunciados ciextos;
N. = A .24 rit4ACB2.

4A z
4.4

*4. El problema de rransformar up polinomio cuadigiico, tal camo

2 - 4x + 1, en su forma candnica puede tambign tratarse

del modo siguiente: '-"BusquemoS.ndnigros a; h, k . (si es posible)

tales que
h 2 k -2)12: -.-4x 4.1

para todo adra'ero4eal x. Simplificandà y agrupando los
terminos del miembro de la izquierda, se tient

ax2 2ah x + (ah2 + k) = -2x2 4x + 1,

Para todo ndmero real x. Ahora podemds ver que tenetnos,,,,vque determinar .- a, h, de modo que

= -2, -2ah -4, ah2 + k (Por"qug?).

Si a = -2; pntonces n-2ah = -4 ea equivalente a "4h.= -4,
es decir, a "h = -1". AAdetngs, si a =*--2 y h = -1, entonces .

"ah2 + k = 1"' es equivalente a "-2 + k = 1", es decir,'a



-3". Con -a = h -1, k 3, tenemos

-2(x +21)2 + 3.= -t2x2

tara todo.ndater 9 real ic .

Utilizando este ingtodo halla la forma condnica decada

uno de los siguientes

.(a) s3x2 - 7x + 5

(b) 5x2 - 3x + 13

(c) Ax2'+ Bx + C, donde A: B, Cr son wimeros reales.

4x + 1

17-7. Soluciones deecuaionescuadrt.cas

ConsPieremos'its -tres polinomios cdadr1ticos4

x2 + 2x 3, x2 + 2x + 1, x2 + 2x + 3

y sus grgficas reprtsentadas en la figura 5.

Fgura 5

2 3

a,



ta*.
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,Observa que, la grafica de ::y = x2 + 2x - 3 cruza el eje x
en dos ,puntos; la de y =;x2 + 2x + 1, t9ca 'el eje x en un solo

2!unto; y la grafica de y 2x + 3 no interseca el eje x. -

.1,Cup es la ordenada de cualquier punto delleje x? Otra manera
-
de describir las intersecaimes de esas graficas con' el eje

es: -El conjunto de validez de ,

x2 + 2x 3 = 0 es {-3, 1}

de x2 + 2x + 1 = 0 es {1}

de , x2 + 2x + 3 = 0 es .

En general, puesto que la graftca- de

y Bx C

es siempre .una parabola (s1,4 A # 0), liarece evidente que el

conjunto de -validez de la 'ecuacidn cuadrittica

Ax
2 + Bx + C = 0 .

consistirfi en ninguno, uno o dos nduieros reales segdm que la,

parAbola no interseque, 'toque o interseque el eje., x;
hemos afirendido,a resolver una ecuabi6n cuadratica cuyo

a

miembro de la izquierda puede ser factorizado como un polinomip

sobre 1cs enteros. Ahora consideremos 'el polinomio cuadritico

x2 4-2x - 1.

Sabemos que no puede factorizarse comp polivomio sibbre los enteros.

(I,Por qua?) En el capfttilo 12 aprendimos a escribirlo eh esta

4 -otra forma:
x2 + 1 = (x + 1)2 - 2

2
(x + 1)

2
(41)

es decir*,. como diferencia de dos cuadrados. Por tanto, podemos

factorizar x
2
+ 2x - 1 como un 'polinomio'sobre fos ndmeros

reales:

x2 +i 2x 1 = (x + 1) +n) ((x + 1) -

(Cornpruabalo efectuanclo la multiplicacidn)

Entonces
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x + 2x - 1 =

+:1 + vri)(x

+ I + -T= o . 6' x + -

gon todos ellos

de, validez de

6

enunciados equivialentes y por tanto, el tonjunto

x3 + 2x - 1 = 0 es {-1

Aste ejemplo nos sugiere u

,deciair si.una ecuactdn cua0Sti

. el asf, determinar lag solUcione
N

ecuacidn. cuadrStica

puede s

-
ro. edimiento general para

tiene soluciones reales, y si

Hem* mostrado que cualqaier

Ax2 + Bx + C = 0

r escrita en la forma canernica
:

a(x h)
2
+ k

Supongamos que .a es positivo. Si astno fuera, podemos multi-

plicar ambos miembros por (1): El caso en el cual k es un

ndMero positivo puede ser tratado rbidamentq, porque sabemos

. la grgfica de' 'a(x - h)
2

estg toda elle por encima del eje

x Imeundo at k son positivos." Entonces no puede cruzar el

eje ,x. Luego, no hay soluaones reales .de ,la ecuacidn si k.> 0.

Cuando' k = 0, vemos que 1a grgfica de a(x'- h)2 toca el

eje '.x an el punto (h, 0). Luego, hay una solmcidn real; si

= 0.

queda, pues, el caso en que

tontes podemog escribir,

a(x 4)2. + k = a(x h)
2

- (-k).

Si' k.4: 0, zhay algdn ndMero real cuyo cuadrallo sea (-k)? 1,C6mo

factorizamos la diferencia de dos 'cuadrados? El resultado serfa
,

a(x h)
2

(-k) = (.ri(x h) + 4:71)( ft(x h) trimi) t

k es un Tutnero negativo.

3
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sat we; cuando k es negativo, el polinoMio a()i, +
puede siempre factorizarse sobrae los ndmeros reales, y la ecuaciln
tie:ne dos soluciones reales.

EtempIo I. tactoriza (a) _2x 5+ 3x - l :(b) x2 +,3x4.4.

(a) 2x2 + 3x- 1 = 2(x + 4)2 (Comprueba esto)

4)2 -(ILT41) 2 )1

+ +.4k
(b) x2 +.3x +41 x + -1)2 + (Comprueba este))

Aquf k es un ntunero positivo, y no podemos tactorizar
esta sums de dos cuadrados Cpmo polinomio sobre los ndmeros

reales.' En efecto, x2 + 3x + 4 nunca puede tomar el valor
para ningdn valor real de ,x, porciVe x2 + 3x + 4 es la suma

de un ndmero no negativor (x + -3-)2 y Un ndrnero positivo
.7

2 4

Elemplo 2. Resuelve la ecuacidn x 3x + 7 = 0,

Las ecuaciones x - 3x2 7 . 0 ,
3x 4.x - 7 . 0

3(E: .36)? = 0 (1,p9r qué?),

-2 85(c. _ T) 716. 0 . (1Por quV)
s

+ 1-86)( -"if)
-115. O. 6 x . 0

319
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.son todas equivalentes. ,Por consigqiente, el conjunto de

validez de

3x2 + 7 es
,P

Affr5- 1 ..r8-5-

6 6
.4

Alt

conjunto de problem'as 17-7

Pactoriza los sigpientes polinomiod'cuad'aficos sobre los

Indmetos reales, cuando sea posible:
,

(a) t2 - 10t + 26

(b) 6x2 - x .- 12 \

(c) x2 + + 6
-4..

i i kx

(d) 4y2 + 2y +4 ,

(f)

CO

C O

(I)

2. 2z . z2

1._
5x2

4x
7x2

5v2
11

- 5v - -7-

(e) .x2 + 7x +
2x + .(a + b)x + ab, a z
niimeros reales cua1e,equ1ei

7/

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadrIticas:

,11. 11 1
(e) + + 3 o

(f) .42 -+ 2y - 0

(a) 11 ',ix2 0

*2
(b) 4 3x

(a) 4 - 3x2
(g)

(h)
32 . 7n

onsidera el Rolinomio cuadrStico en su forma CaniSnica',

. 2
a(x h) + k, dande a, 11,1 son ndmeros.reales y a 0 0.

(a) Estabiece una regla para decidir si este polinomio sob

los ndmeros reales pued4 factoriiarSe o' no.

(b) Si a,.h, k. son enteros, Lqu4 condiciones deben cumpl

diphos.ndmeros park' garantizar Ipe el polinamio sobre

los enteros puede sei factorizado?

(a) Estableae una reale pare decidir si el conjunto de

validez de

329
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a(x h k = 0

contienes ranguno, uno o dOs ntimerpe reales.
Traduce los siguientes ens enuwiadostabiertos y resuelve:
(a) ,E1 perfnetro de un rect4ngul9ses de 12 p4gadas y su

- 'area es de 7 puliadas cue.dradas. 1,Cug1 es el ndmer.o
x de'pulggdas de 1.a longitud de su lado mayor?

(b) Un lado de un trtitngulo rectSngulo tiene sx pulgadas
y es une pulg4da.as largo que el -segundo lado,- pe.ro
es diis pulgadas 'as corto que la hipotenUsa. "Determing'
It.

(c) La suma 44 dos ndmeros es 5 r s producte es '9. Cuules
son dichos ndmeros? '

Consiaera el polinomio,tcuadrgiico. general Ax2 Bx +
, .

Demue.stra qt.W

(a) Ax- 2 .+ Bx + 'C = .4 (x t-- )2
. . n--- --7.--B ._ B" - 4AC)

4A .. ,

(b) Si B2 - 4M< 01. entoncs A.1t2 + 4 + C = 0 no tiene
solucidn real.

(c) Si 82 - 4AC = 0, entonces Ax2 + Bx + C = 0 tiene una

solucidn re4, x = -
(d) Si 82 - 4AC>0 entonces. Ax2 + Bx + C = 0 tiene dos

soluciones reales':

-B 4-VIB2 - 4Ac
2A

x L

(Este dltimo enunciado se llama la fdrmula cuidrStica_

para ealcular las toluciones de ,las ecuacidn cuadrfitica.)

10-

I.



INAZCE ALPATE11190

Los nUmeros indicen lasApaginas en 61 textosa

-.

a. 'cuadrado,
abscise, 416t'
4.0supac16n de terminos
aproximacidn; 299

de 4). 306
AasociatiVa

propiedad.
de la multiplicación, 27, 71, 153, 202'
.de la Sum., 24, 71, A 0, '141,,201

'base*,..265
campo de valores de uta func16n, 532'
cardinal,. ntmero, 2
'o,pro *

exponentes'cero, 272 .

np.tiene'recUroco, 1E6
propiedild aditiva del, 57, 72 131, 141
proptedad :multiplicative del, 584 .72, 046, 151k, 178

clausura
propiedad des, 174 61, 71,. 2010

cocient,e, 364
cociente indicado 234
coeficiente, 318,
comParación

propiedad de, 105, 116, 185, 202
compleción del cuadrado, 335, 373, 519
..00nju to, 1

de soluciones, 134
de validez, 45, 56

e de un sistema, 480
elemento de,' 1'

finito, 5
infinito, 5
miembro de, 1

P

nulo, 2

vacio, 2
gonmutativa

. de la multiplicacidn, 28, 71, 146,..151pa201

de la suma, 26, 71, .130, 141 201

.constante, 318
constante de proporcionalidad, 450

contiene, 43'18

contradicci6n, 173
ordena'da,' 94' 416

correspondencia, 8
Criba de Erat6stenes, 252, 253
cuadrado, 265

cuadrado de un nlimero,' 44
cuadrado de un nlimero distin o .de cero es positivo, 197, 198'

cuadrado perfecto.p exacto, 287, 331, 373

A

3 22



cubo; 265 4.

demostracián, 137
indirecta, .173

:pox. coptradicciOn, 1.73,

denominader, 222
racionalizagidn 'de,, 296 .

deseomposiciOn en fac'tores 'primps, 253
descomposiei6n sobre los enteros positivos, 250 .

dedigualdades equivalenteS; 392
diferencia de c\)adradds; 326, -373
distangia.desde .b hasta --r, 219 .
distanola entre,' 113, 219

.distributiva .

propiedad, 31, 66 67, 71,.. 1461 1551 . 292, 298, 320, .yp
dia.idendo, 364
divisible por, 246

. divisIon, 223, 2
4 comprobaciOrt 224

.de polinomio , 363 364
indieada., .2 4

364
dOminio, 38; 102 ,
dominio d definici6n, 532
eauaci6n, -50 .

cuadrgtica, 521, .556
ecuaciQnes fracciOnariaa, 399
ecuaciones que ,contienet expresiones factorizadas;
eje, 516
eje coordenadas, 417,
elemento 'de un 'conjunto, 1

elemento #lentidad
para Ia multiplicaci6n, 58, 162, 202
para la" suma, 57, 161, .201

elevacicin 'al cuadrado . en una ecuaciOn, 402
enteros, 98, 250
enunciado, 22; 4A

ablertd, 42, 56, 82
compuesto, 56. . .

con la conjunoiOn o; 53
con la conjunciOn x, 52

numOrico, 22
enuneiados abiertos equivalentes, 383
enunciados equivalentes, 168, 169, 198

-aproximadamente igual- all. 302
.estructural 201
exisVencie, del inverso multiplicativo, 163
exponentes 265

,cero, 272
neptivos, 272

expresion racional, 355
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Taaor de un entero' 246''' . .-

factor pro1:0, .2461 ,

tactores de,sumas0 :6..?.-- .

Ta0ores y'divisibil.idad, 245 t'

J.,

factori;a0An '350
faetOrizacion de Ut polinomio4 314, 317

l'orma cancinl.ca. 519, 553
forma en y, 425'

f6rmU1a.cuadrO1.ca4 561-:-
fracciones0 90 231

resta del: 256 ,

suma de,. 234, 256 '

,

frase0 21
.. ,

abierta,
m

4
tudrica, 21

72, 77-
,
.

..

funct6114 532 - _
.:i

cuadrdVic60,1 548 i Y
limeal, 546

. ...

:1

gradd de 9..m"i)olinomio, .318
grdfica, 12,-427

de enunaados ablertos,.con%dos variables4 421

de enunciados abiertos Ipe Contienen el "valor-absoluto, _461

. 2de'enunaados abierfbs qUe coptienen solamente.enteroe, 452

de funciones, 540 -
. .

:-" de Tolinamios cuadriticos, 509
de un. enunciado, 554 56
del conjunto de vall.dez de un'enuncado abierta, 48 Ss

- del, polinomio0 450
igualdad

.
.

propiedad 'aditiva.de, 133, 141

Tropiedades de, 205
Aigno'de, 19'

inecuaciones vilint5micas, 406 :,..

1,,ntersec.oicin eon ei eje y,: 439 s.. .

illverpo, 180
.

--aditivo, 135, 201 .

imultipl.loativo, 162, 163, 171, 202

1ine4 en xl.- 449
mayor que, 49, 185 .

mayor clue o igual a, 54

menor que, '49, 102, 1160 i85 ,

menor clue o iguait. a, 54: .: V.
étodo de reducci6n, 491

at616-debubtitudidn,--497 -_

%iembro de un Conjunto, 1

(ftintmo,comin denominaAor, 257

tfnimo:comdn.matiQlo, 59, 256
Aommio, 317 7'

4



- multipl caciOn
de fracciones, 228
de 'ntimeios. reales, . .145
de un n4mero real. por -1, 155
en la recta numdrica, 14

. 5 -

miniato comlin, 59, 256
nombre mas sencillo para un ntimero, 240
nombres coerientes, 19, 228
noticiOn-funcional. 536
numerador, 222
numerales 1 9
mimero

cardinal, 2
de la aTitmética,''' 11
irracional, 98, 1'16, '287, 299.

.../72. es irracional, 287
natttral, 2
negativo, 116 .

negativo real, 98
potitivo, 113
positivo real, 98
primo, 250, 252
racional, 9, 98, 287
'real , 98, 116

operacicin binaria, 24_1 109, 201
operaciones bilsicas 180
opueqktos, 107, 108, 110, 117, 209

propiedad àditiva de., 1314 141,
ordenaciOn

relaciOn de, 185, ,
ordenaaa, r 416
ordenada en , origen, 439
'par ordenado; 417
parabola, .516, 561 .

pendiente, 440
,plan6 numeric6,. 415
polinomito

J. .cuadritico,, 318, 336, 373, 509
sobre los enteros, 314
sobre los ruimeros racion4es, 350
sobre los ntimeros reales, 350

potehcia, '265
roducto de dos ntimeros reales (definición) 147
producto indicadO, 19
propiedad, 23

aditiva, 202, 205
asociativa, . 201
conmutativa, 201
de la iguaIdad 133). 141
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de la ordenagión, 187, 188, 190
de -los opuestQs, 131, 141 .

del cero; 57-4 72, -131, .141

elemento identidad, 162, 201
as6ciativa

de la multiplicaci6n, 27, 71 153, 202
de la suma, 24, 71, 130, 141, 201

conmutativa
de 14 multiplicaci6n, 28, 71, 146, 15 20
de la suma, 26, 71, 130, 1414 201

clauaara
de la multiplicacián 17,.61,,71, 201
de la suma, 61, 71, 201

de comparación, 105, 116, 185, 202
distributiva, 31, 66, 67,171., 146,.154, 202, 298, 20,* 7
.multiplicativa, .202, 205

. asbciativa,. 27i.71, 153
conmutativa, 28, 71, 146, 151, 201
de la igualdad, 167
.de la .ordenacidn, 195, 196
del cro, 58, 72, 146, 151, 178
del urib, 58, 72, 151, 235
elemento identidad, 58, 162, 202
usos de,, 156 .

trantitiva, 106, 118, 185, 202, 205
propiedaAps

de la comparaäián, 105 116 185, 202
de la igualdad, 205
de la mult1plicaci6n (W.proPiedad Multiplicativa)
de la suma propiedad aditiva)

. de los exponentes, 270, 271, 272
fundamentales, 200'

proporcional, 495
racionalización del denominador, 296
radicales, 286, 290, 294
ra/ces, 283'
'raiz

cuadrada, .283, 264, 30Q
aproximar, Nii, 306
metodo de tanteos, 300
positiva, 283
Na es irracional, 287

cuarta, 286
clibica, 285
en

1

6sima 286
razdn, 232,495
reciprocos, 172, 175
i.ecta numdrica, 7, 9, 970 101
reduciendo Utrminos, 158
reductio ad absurdum, 173



reflexlvidad 205
relaci6n binaria, 185
.relaci6n de ordenacidn; 85
i.%esolver, .134
.resta

def1nici6d de 209, 240
de fra44one8, 256

la recta num6,ica,. 240
ex términos dedistanc 218
no es asociativa .213

*Presto, 364'
satisfacer a un enunciado, 422"
si y.solamente si, 469

.Signode igualdad, 19
simbolo " ",* 302
sistemas de ecuadiones, 479
sistemas de inecuaciones, 500
oluci6n de un enunciado, 422
oluciones,' 134

conjunto de, 134
de ecuAciones, 166,

subconjunto, 3,
propio, 14

jaucesor, 7
suma

de expresiones racionales. 359
de fracciones, 256
de nlimeros.reAles, 121, 124, 127 140
en ra recta numéricd,1 .14
indipada, 19

sustracci6n (y reste.
teorema, 13
TeoremaUndaMentaI de(la Alr ritm4tica-, 256
teiMinos de una fraser -157
traducci6n

de ra igualdad a la ordenaci6p, 191
de la ordenaci6n'a la igualdad, 191, 193

transitiva-
`

prOpiedad, .106, 116,'185, 202, 205
Anico, 137, 163
,uno, propiedad multiplicativa del, 58, 72, 4151
validez, -conjunto de, 45, 56, 166, 167

'de un sistema, 480-
NalOr ibsi510 12, 113, 114, .115, 117
valor de una & 1rici6n,

536
varia de manera direttpente proporelonala, 450, 451
'varfa,de manera inversamente proporcional al 451
_variable, 38, 77, 102

: valor de, '38

yariaci6n
.

horizontal, .440 c:

vertical, 440
/7---176rtice,

.


