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PREFACIO ‘ ‘ N g

El objetlvo pr1nc1pal de este Prlmer cursg de élgebra
‘es ayudar al estudlante a desarrollar una comprensién y

apreclo de- parte de 1a estructura algebralca del sistema

de los nimeros reales, y el empleo de esta estructura como
base para las técnlqas del élgebra. Mds espec{flcamente,
nos interesa una exploracifi de las propiedades de la :

suma y la multiplicacién los nimeros realeé»y Sus pro-,
piedades de ordenacién. M&s adelante en el curso tendremos
la ocaéi?p de con51derar pollnomlos, 1os que, como una

clase, tamblén manlflestan una estructura algebralca deri-

vada de 1a c1rcunstanc1a de que poseen algunas prOpledades

:(pero no todas) de las.del conjunto anterior.
Instamos ‘al maestro a permanecer alerta sobre estds
. propiedades a medlda que aparezcan y reaparezcan a lo largo
del curso; y a tener en cuenta que forman la base de toda .
{ la estructura algebralca que esperamos descubrlr en el sis-
tema de los nimeros reales.

El objetivo principal de este Comentario para el

maestro es ofrécerle al maestro toda la ayuda posible
mlentrag\dlrlge al estudiante hacia el objetivo expuesto

anteriormente. Al igual’que instamos al estudiante a que

s

lea su texto culdaqqsamente, también sugerimos al maestro
un uso amplio de este comentario. . .
N El texto se ha escrito de manera especial con el fin

de dar. 1gual ayuda al\maestro que al estudiante. En primer
término, estd trazado, por dec1rlo asi, en forma "espiral®,
de manera que virtualmente todo concepto presentado se
repite mis adelante en forma mis amplla, con un 51gn1f1cado

R mds profundo en cada rgset1c16n‘ Inc1denta1mente, la forma

~ - ? e
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' espiral sugiere que,el maestro no necesita esperar de'su -

clasa el: domidyo absoluto de todos los detalles de un tema .
para poder proaeguir ya que hallard la oportunldad de
ayudar a su clase a “1imar las asperezas cuando el tema

surja de nuevo. Su interés pr1nc1pal‘debe ser mis bien que
‘el estidiante tenga la conFianza suficiente para prosegulr

»

Su tarea sin inquietud alguna, lo cual puede sefialarle el

L J * .

- s N ~

ritmo que debe seguir el curso.
. Segundo el texto y los e3erc1c1os estdn correlacionadas
de una manera complementarla,,por 1o que a menudo los ejer-
cicios contindan el desarrollo de ideas presen;&das en los
comienzos del texto y tamblén insindan los conceptos nuevos

-expuestos mis adelante. De lo ;mterlor se desprende que *
‘el estudiante tendr4 necesidad de leer 1 texto regular-

mente y con entendimiento considerable. Creemos que es
razonable espérar esto de los estudlantes para los cuales

se proyect6 este aprso--aqué&los‘bon aptitud para estudios
unlvers1tar10s" (nd necesariamente los que se proponen ‘ L4
, cursar estudids un1vers1tarlos) 0, es decir, el grupo aca-i
démico comprendido enlla”mitad a la tercera parte superior

de la poblacidn &scolér. \ .
. Quizds la manera m4s deseable de-estudlar cualquier
s1stgma algebraico por una persona que fenga la madurez

»

matemdtica suficiente, seria comenzar con un congunto,de
axiomas que describa el sistema y entonced sistemdticamente

desarrollar el 31stema mediante la formulacidn de defini-

sc1ones, }a demostrac16n de teoremas,,la construcc16n de

egewplos /etc. hasta donde 1lo permltg la habilidad del indi-
vi » Esgﬂ/es el puntp de vista puramente dpductivo. La
dif tad de este enfoque consiste en que el)estudiante
debe poseer‘los conocimientos la experiencia suficientes

para construir un modelo provisional del sistema de axliomas o

* N 4
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' por lo menos pueda construlrlo ‘con algung/iyuda. Sin esto,

trabajar con los axlomas degenera en excesivo formallSmo. \
El estudlante de la ggometria euclfdea puedg lograr mayor .

téxlto con un enfoque puramente deductivo, debido a que ya )
trene una 1ntu1c16n geométrica bastante desarrollada obte-

\\\\‘; nida por su familiar®dad con el espacio trldlmen31ona1 .
) Sin embargo, es bastante evidente que la 1ntu1c16n que posee ‘
‘el éstudiante de noveno grado acerca, de los nﬁmeros reales
\ no es adec@ada para soportar un-tratamiento axiomitico.”
Por este motivo, intentamos ser qutante informales e
intuitivos, pero no incorrectos. ' ¢ -
‘ Conviene establecel, tan explicitamente Eomo sea-
p051ble, exactamente lo que se suponé en relacién con el
‘;;conoc1m1ento sobre el sistema de -los mimeros reales poseido
por el estudiante cuando se inicia en el noveno.grado. Las
sup051c%9nes 51guientes parecendgjustarse suficientemente i
a la realidad y nos proporc1onanun punto de partlda* : a

Suposiciones: El estudlante conoce mas o merios el

tipo de objetos~llamados nimeros reales. Esto incluye los .
reales negativos (a base de exper1enc1as tales como las
: referentes a ganancias y pérdidas, grados bajo cero en un
\termdmetro, etc.) a la vez que algunos rracionales tales
&ada para la clase: ﬁ

de los’ numeros reales es la recta numérica en su totalidad

como N2 y 7. La representacifn ade

> 9 ) ~ ] ] A I ‘
. _2 ‘ _1 . o ‘ ﬁ 2 . 317’ -~

ep la que se supdhe que hay un ndmero paré cada punto y

reeiprocamehte. ‘Observemos que la relacién de ordepacién

I

estd implicita en esta representacién, a.pesar de, que las

. operaciones de suma y multiplicacién estah ausentes virtual- *
; ‘ ‘ S \ ;
mente. o o : "fj
8 4 . : :
. ’ » A W
- . » -
vxi o '
“‘XI i, Py )
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s (Es’ necesarlo hacer hincapié de nuevo en nuestro

v v . 3 or . o ~ :
. L s . .
- - ’ ) . vl .
- oY » . » - ‘ N ~
»

RS S . Erobablemente, de su estudio de'la aritmétlca, el -
N » N ‘~~

~ estud;ante tlene algunas nociones vagas relac1onadas con

“~1a~estructura algebralca. Esto, desde luego, se reflere*~

“my, )

prlnc1p£1mente a los numeros no negatlvos. Sln embargo,

»

. el estud&aaGe tiene tamblén alguna n0016n acerca\Qg sumar
- nidmeros negativos Yy de multipllcar numeros negatlvos por-’

. . . un admero posltlvo (§umando pé‘ﬂldas perdlendo 01erta

cantldad ,cada dia durante un nimero, dado de d#;s,etc )

- Algunos estud1antes ‘que han estudaado el texto dél
- Grupo de Estudlo de Ja~Matemét1ca Escolar parafel grado 7 &

el 8 6 ambos, “sabrin maﬁ aterca de los numefbs realas y de
la estructura algebrajca que 1o’ descrlxo annerlormente.

o Tales jﬁtudlantes podran estudiar algunas partes de este

curso €¥ menos tlempo.~ Sin egbargo no encontrarén parte
w2 .alguna del materlal lo suf1c1entemente relteratlva como
para Justlflcar su om1S16n. ﬁx A U

x .,

. : on 1as sup051c1ones estableCIdas anterlormenta como -

: | e
punto xpartlda, se pone de manlflesto que es*necesarlo
hacer fos cosas: ‘ ‘ S

(1) Extender “las operac1ones de suma Yy mult1p11¢ac16n

~a la clase de los nimeros reales en su totalldad

punto de v1sta de que ya tenemos la clase de
'todos los nimeros reales y de que ya tenemos

las operaciones de suma y mu1t1p11c3016n defi-

. . ya que estos nimeros no son ni mds ni menos que
los llamados 'nimeros de la arltmétlca" *!Este
punto de vista evita muchas de las dificultades
con ‘que se tropieza gqnerafmente al ﬁprgséﬁtar"
. - los dﬁmeros negativos, etc.) -

>

2

» N w,
B

~

. nidas para los ndmeros reales no negatlvos, . .

T

»

w



R R :
(2) ‘Estudiar con detalle el sistema de los nimeros

reales a fin de destacar su estructura alge-

. braiva. Aqui la guia siempre:es el ugo d@ las
propiedades fundamentales de -la Suma y la multi-
pllcacion y de la ordenac16n. Es necesarlo \ "

. examinar de nuevo las operac1ones de 1a aritmética

K con el propSsito de preparar el camlno para \
\ ’

. ‘"descubrlr“ que cada propledad es véllda para .

- los ndmerds, reales . Después de haber obtenido
v algunas propledadgp, podemos entonces demostran, \
‘ ‘aliynos teoremas sencxllos Y. asi trabaJar gradgﬁi-

merfte hatia el enfoque deductlvo. e

Al ?

- Resulta deseable efectuar una parte de (2) antes que (1)
y) que un conocimiento de las propiedades que: deben tener

suma y la multiplicéc1on hace considerablemente més

\sennlllo el motlvar.la exten316n de estas operac1ones a los

nﬁmeros negatlvos. Ast,. pues, decidimos comenzar con un

estudlo detallado de la estructura algebralca ‘de los

nuimeros reales no negatlvos, baséndonos en el conoc1m1ento

que ya tenemos de la arltmétlca. De esta manera podemos

descubrir y enunciar en forma prec1sa las propiedades

.conmutatlva, asoc1at1va, y dlstrlbutlva usuales- para la:
‘suma y la multlpllcac16n, al 1gua1 que las propiedades de
los nimergs 0 ¥y 1, antes de‘con31derar en detalle ﬁa arit-
‘métlca de los nﬁmeres negatlvos.

Hasta ahora hemos hablado de 1la estructura algebralca.
No debemos perder de vista larcircunstancia de qubwla

2 '

destreza técnica, ‘que no es un fin en s misma, es impor-

tante. Un gran nimero de ajercicmos es esencial para

1ograr 1as técnlcas necesarias con el 31mboL15mo algebralco,

. pero estas técnlcas deben estar 1lgadas a las ideas de las

D
-

v » <

e



"que se deduce su validez. De esta manera, el estudlante ro >

*« no tendré que desaprender sus co ceptos ni sus actltudes

- A N

_* * en el futuro.- . ot . \ | 4
\ Juzgamos que es posible relacionar' las técnicas nece-' -
’ . ' sarias con los conceptos de nuestro 'sistema numériéo\en

o torno al cual estamos construyendo el curso. Nos pt0ponemos
. _— conservar una fntima ggl?c16n entre.las técnicas y los con-

- . . N * .- Y

T ceptos. ‘ ) ST . .

- M -

: ..A contlnnazldh apareCe un bosquEJo de los detalles. .
. \\sobresalientes del curso: T : S f:‘ VU
1. Se comienza con una 1ntroducc16n informal a | | : \?h

con;untg;»de numeros y manipulac1ones ‘con ‘ellos. Los © s
ejemplos muestran,-a la vez, algunas propiedades intere- .
santes y quizds sorprendentes dé:conjuntOS de ntémeros de la =
aritmética. Otro aspecto de estbs nimeros se obtiene aso- -
ciidndolos con puntos de una recta. Utlllzamos este *arti-
ficio de "representar" conjuntos de numeros para 11ustrar )
o justificar- muchos copceptos a 1o.1argo del curso.

- - .2+, Luegd se invita al ‘'estudiante a recordar los di-
o verses nombres distintos (numeraleé) que puegen darse a un -
| nimero, y aprende €l a redactar enunciados que<ﬁxpresan 1a.
circunstanc1a de que dos numerales sirven de nombre para el
mismo nimero. Entonces de sus experlenc1as con nimeros se
extraen la propiedad asociativa y. la propiedad dlstr;bu- .
tlva, que conecta las operaciones de suma y multlplicac16n. ‘ \
‘Iamblén, obtiene las ﬁropiedades de 19s numeros 0 y 1 como e
‘las identidades respectivas para estas operaciones. Obser-
vemos que en esta etapa, estas propledades se consideran

para los nimeros no negatlvos solamente. A este nivel se
i o introducen las variables como numerales para répréseﬁﬁar*

- nimeros no especificades. X ‘

-

- (N
. *”
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| en los principios siguientes: Debe ser consistente con la

v e~

. 3; Se apfehde el 1énguaje de los enuﬁciados-»igual-

dades, d381gua1dades y enunciados compuestos, ¥y se définen

los enunciados ablertos. Se presenta la idea del” conjunto
de validez de u%henunciado abiErto, es decir, el conjunto K
de los valores de la variable ara los cuales el. enunc1ado

es cierto, N sa construye la gréfica del conjunto de_

validez. Ehtonces se enuncian fbrmalmente las propiedades

. »

fundamentales de los numbros ComO enunciados abiertos..

-2

.4 El estudlante aprende a traducir del equﬁol al \j.f

LT :

élgebra y vice versa, y asi’ comienza a relacionarse con 105‘
"problemas verbales" que 1nc1uyen tanto ecuaciones como
inecuacjiones. ‘ . L

3. Ahora se considera 1a(mitad negatlva de la recta
numérica. Se dan nombres a los puntQS‘a la izquierda del
cero, y definimbs los opuestos, éi valot absoluto, y las

\relacionéé de ordenaci6én. El comjunto de ndmeros ‘asignados
\fa los puntos de la recta numérica en su totalidad se llama

el conjumeto de los nimeros reales.

6. La suma para los nﬁmeros reales se fundamentaré
v .

suma para los nimeros pOSithOS, debe ‘continuar satisfaciendo
a 1as\1eyes fundamentales mencionadas anteriormente en 2, y -

. debe estar en conformidad con nuestra intuicién de la suma.
' Vemos que\ a+ (fa) = 0,y demostramos nuestro primer '

teoremai' Si x+y =\0 entonces y‘-‘-x. Nos atrae la - o
idea de tener teoremas en, el priter curso de Jlgebra, pero ;
c1ertamente esperamos. que el énfasis en ellos varfe de
*clase en clase. .. - ° : . T ‘ -

"7. La multlpllcac16n se introduce en confoﬁmldad cone
los mismos prlnciplos que 'se usaron para la suma. Si ‘
deseamos que la propiedad distributiva continde siendo '

a )
o .
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vélida,'entonces el pgoducto de dos nﬁmeros negatiébs tiene"

que ser POSltiVO‘ este es el fundamento mis. sdlldo que
conocemos para 1a&def1n1c16n de la multlplicac16n de los

nimeros reales. - .*3‘ N “:i

A}

., 8, la relacién ' a < b, se deflnié anterlormenme en la

N v
N
»

recta numérica para 1os numeros positivos,y se exténdi6 en

BN a todos los numeros reales. La prop1 dad de comparacién

'y la- transitlva se enuncmarOn para la. rdenacidn. Ahora‘
sg enunela la propledad aditiva de 1a ordgnac16n. y se ‘

* RN

b ‘demuestranaalgunas consecuencias dg esta ﬁropiedad fundaws

“mental: "a < B si'y s6lo si‘existe: un nimexro positivo 9

-

»

tal que a + ¢ = b; si a<by ademﬁs 0 ‘fc, entonﬁgs
_ae < bc, si ‘a<b y ademés e < 0, entonqgs' bec < ac. -

En esta~etapa se resumen 1as opiedades ‘fundamentales °

+ de las operac1ones con los.
del &lgebra descansa en esyas propledades. @

" 9,. La resta y la di isién no,.son operac1ones nuevps

con propiedades independlentes,,sino que se definen como

sumax el opuesto, ¥y multlpllcar por el reciproco. A Vv *Q

‘prop651to no hay una seccibn separada acerca de las '~~

fracciones. Se practican mucho a lo 1argo del curso, con

una .dosis concentrada de ejercicios en esta etapa cuando ya ‘

la técnica calculatoria estd completa.

-

+  10. Una definici6n cuidadosa de "factor" requlére que
se eatablezca lo que se desea aceptar como un, factor - es

ﬁ‘dec1r, "sobre qué" se estd factorizando. Prlmero factori-

zamos enteros p051t1vos sobre enteros p051t1vos, y demos-

tramos algunos teoremas acerca de los factores. Aqu{ v

encajan naturalmente 1as 1eyes senc111as de los exponentes.

-
~

11‘ Whora el estudiante estd preparado para una defi-

nicién de "rafz" y una demostracién de que V2 no es un v
N . . N \ A) R N

~eros reales. La estrpctura o

-



‘nﬁmgy Lracional " Entonces el trabajo ulEErior\an radifcales .

-

coqdu~f a las operacioges conoc1das con ellos. Empleamos

o
2
el método de aprox1mac‘in para extrae; ralces cuadradas.~‘ -

12. Podemos fﬂftorlzar pollnomlos én otros polinomios
con coe£1c1entes enteros o bien con coef1c1eﬁtes reale® \
arbltrarios,‘se debe dejar abierta la pos1b11idad de FUE S
'coef1c1entes qué no sean reales. Un polinomio se piensa
como el resultado de ‘aplicar repetldamente la suma y la ° CE
S ‘mu;tlplicac16n a numeros'reales y a un ciexrto numero d? .

Varlables. La.factorizacién de polinomlos tlene 6g gran “' -"§;~1’

?‘f{ ' parec1do con la factorizac16n“anter10r de enteros y conduce e

. a las solucmones de c1grtas ecuaciones cuadrétlcas. - ¥

13, La soluc16n de ecuacx;ges e 1necuac1ones con una

:varlable se basa en buscar magkxas de transformar tales,

ecuaciones e 1necuac1ones’ mediante operaciones que dejen\‘ -
\‘invarlantes los COnJuntos de, oluc10nes, en ecuaciones 0

inecuac1ones cuyos conJunt S, de soluc1ones sean obvios.

{Ete proceso se inicié en 77 “para las ecuacxones y ahora se .
extiende a todos los- enunciados % Cuando una operaclén no

‘da\lugér a un enunciado equlvalent entOnces debemos

- . v

permitir que 1os conjuntos de soluciones aumenten,.y pueden ‘

resultar sbluciones 'éxtrahas" El gboncepto de valqr

"

- absoluto proporciona algunos‘buenos egemplos. . _
. 14. Se 1ntroducen las éoordenadas y las gréfleas. »

ﬁf/ - © 15, Se apllcan las grﬁflcas para hallar ‘conjuntos de
soluc1ones de ecuaciones e 1necuachnes con dos variables

lo mismo gue en *los casos anterlores. , X

. 16. -Se utildza un' sistema de‘coordenadas_p;ra estudiar
los pollnomlos cuadréticos.k Entonces las, ecuac{ones

cuadrétlcas se resuelven cuando 1os pblinomios cuadratlcos
M ' Y ) N -

NN . . ¢




-corfhspondienies se pueden'factoriiar sobre el conjunto de

comentarlo para el maestro. . . T

. R
r .

L]

los ndmeros reales. ‘ - . .
17. Hay muchas maneras de definir una a30c1lc16n ‘de un

‘ conjunto de numeros'con otro. Por eJemplo; una gréfica, .

una tabla de pares,sunarfdrmula, una descaipcién verbal nos
ofrecen una tal asociac16n. Lo que es iMpertante es la
asociacién, no "la férma en que se def1né§~y upa asociacién

tal es lo que queremos decir cuando hablamos de- una funcién.~li
Asf, pues, el concepto de _funcién unifica todos 1osﬁcon\ \Ti

ceptos: de operaciones correspohdencias, ecuaciones y

Hemos tyatado de presentar un panorama sucinto devla.

»
expresiones algebraicas. ; . . \ yW;;gﬁ
ey

{i

.!
ey

naturaleza de este curso. Ahara deseariamos hacer algunos .

comentarios acerca de la manera de usar-el texto y ek’ ..
. - X
\7.:,;;. .

>

El prefacio que acqﬂ{aﬁa el texto "del estudiante tieﬁé .
4.

estudlante de la necesidad de uné

P

"como propbésito prevenlr

lectura culdadosa de ese libro. El maestro’ debe estimhlag

a sus estudlantes a 1eer dicho prefac1o, y de yez~enlcuand0 .

durante el afio, menc1onar la 1mportandia de 1a comprensidn

en" lectura .y los diferentes medios que pueden emplearse para

lograr una interpretacién m&s eflcaz. o ‘ \YK
Los conjuntos de problemas no son todos de la misma*ﬁﬁ“

exten316n, de modo que no se espera que el maestro pueda “}

asignar EXactamente un conJunto de proﬁlemas cad§ ‘dia para
el trabajo en la casa. -Hay ‘muchas dlferenclaa en ‘cuanto a
la habilidad de las clases, al tlpO de material al tiempo

disponible, a los modelos de asignaclones, etc. Algunos,

maestros prefleren asignar cada dia unos*pocos ejerc1c1o$
}

’ escogidas en dos o tres conguntos suce51vos de problemas.

’ N ‘"

{

L
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"« el tiempo y la habilidad d

-

Ellbs deberénnusar su proplo criterlo al elegir los pro-
blemas para.las asignaciones. Deben estar segunos de

incluir aquellos prob1Emas que sean 1ndlspensab1es para eli
desarrollo de 1as ﬁdeas, y también cualesquiera otros .

adaptaqos a la habilidad de los estudiantes.

)

. A lo 1argo del 1ibro enamuchds conjuntos de problemas

- se incluyen problemas pnecedmdps POX un aster;gco* "Estos.

son més estimulanxes e interesantes que otros en el mismo

conjunto de problemas y se incluyen principalmente para los
. estudlanbes mas deStacados Yy cﬁﬂiosos‘ La\discu316n de~\‘,

f‘ estos problemas con toda la clase consumiria tiempo nece-~

\

sario para completar 1 trabajo bisico del curso.  El

maestro decidird cqando rezca uno de estos probléﬂhs si -

' sus estudiantes le permiten
tratar el problema con la clas2 en su totalldad .

Se.desea que este Comentarib para el maestro sea algo

" més que un libro deorespuestas. Hallarén en &1 comentarlos
en torno a lo que estamos hac1endo, al por qué’ presentar

un tema de c1erta manera, Yy a 1o que viene des?ués relacio-‘

nado con ese tema. -

A TN

Al flnal de algunos capitulos del Comentarlo aparecen \

unas ‘sugerencias para exdmenes. Se debe entender clara-
mente que estas listas no.son exdmenes, sino meramente
algunos ejemplos de problemas de lod cuales se pueden

e ﬁse&i%cionar preguntas o que podrian sugerir otras preguntas

para exémenes. \
Se hace diffcil sugerir el nimero de -dfas que necesi—\

*  _tarfa una clase para tratar un capitulo especifico. La_ ..

habilidad de los estudiantes varia'y las condiciones 1oca1es

de cada escuela varlan grandemente. Se sabe de distintas

¢



&lases que han tardado de 8 a 32 dias en estudiar un mismo
/capitulo. Quizés el mejor consego es éste: traten de
.. “‘completar los capitulos del. 1l aI 6, inclusive, en el primer

tercio del éﬁo escolar. E]l uso efectivo de este Cdmentari%\
: podria ayudarles-a evitar el empleo de mis tiempo 'del que

N

deben en cialquier tema. ) .
Ofrecemos las estimac1ones 81guientes _para los

>

,maestros que deseen saber aprox1madamente el taempo que

deberén emplear: en cada.capitulo. Es de esperarse, naturals ‘

o mente, que surJan varlac:l.ones de estas astnrac:Lones.

‘ ‘ Capitulo 1 : 6\d£as
L  cgpftulo’2z  + 8 dfas . .
' Capftulo 3 18 dfas
" Capftulo 4 - . ' 10 dfas '
_ ; ~Capftulo 5 - 10 dfas
\ . g’ipitulc‘)\&' ' ~10 dfas ‘

El maestro puede conseguir un libro escrito espec1a1-
mente para explicar el pensamiento matemétlco que sirve de
fondo a este-curso. Esta udtil referencia es el llbro de

Haag, Studies in Mathematlcs Volume III, Structure of

Elementary Algebra, que se puede conseguir del School

*Mathematlcs Study Gyoup, Drawer, 2502 A, Yale Stationm, ]
- . ' Newaaven,\Conn. En los comentarios siguientes, frecuente-

mente se hacen referentias a capftulos y secciones de ese

+ librq. i - P

A%
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"\‘ o ) | ‘\‘.; Capituloﬁizv“ ‘\“ \
\CONJUNTOS Y LA RECTA' NUMERICA 3 A )

»
s . R . 3

En este capitulo utillzamos los nﬁmeros de la .arit-

v

. \:’

métlca y ‘las operacipnes fundamentales con ello 1kmm>una
base conocida para la presentac1¢n de 8onceptos§§spro§e-‘
\ dlmlentos que pueden SEr nuevos para el alumno. Cohéide-‘
: ramos brevemente dos de ‘los" inscrumentos 1ndispensab1es Cos

para nuestro estudlo de la estrugtura del sistema de los

)

» _numeros reales: los conjuntos 'y la recta numérlca.

" Uno de 1os»grandes conceptos que unlflcan y Smeii-
L]

fican toda la matemétiqa, el concepto de conjunto, es

1mportante en muchos aspectos a lo largo del curso' en la
clasificacidn de los numeros con los que trabajamos,en el

examen de las propledades de-las operaciones con estos
. numeros, en la soluclén de ecuaciones e 1necuaciones, en 1a

T factorlzacién de polinomlos, en el estudio de las func1ones,
etc. También, el curso para décimo grado y los cursos\
posterlores del SMSG utilizan las ideas de, ia teoria de los
conjuntos para formular deflnlciones, postulados y ‘teoremas.

Puesto que 1a mayoria de los alumnos no han estudiado
’ nada acerca de conJuntos antes de empezar este curso, y
. puesto que las nociones fundamentales acerca de las con-
. Jjuntos generalmente”se compreqden prontaménﬁ%, a veces con °
. entusiasmo, parece uﬂmtemQQaﬁropih&o, desde el'puhto de '
. vista pedégégico, con el cual iniciar el curso. Sin
embargo, concluimos fﬁpidéﬁente estgiponaideracién inicial
" de los coﬁjuntbs% dejaﬁdo’para més :adelante mucha labor

£

> ) a ¥ v ald
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\ suma y la multipllcac16n en la recta numérica.\

reférente a’ las operaciones con miembros de cohjuntos y con
la clausufé,;paré“dédicéfﬁos'iﬁmé&iatamente a la presgnﬁa~ .
c16n del concepto de variable (en el Capitulo 2). Esto se
hace pr1nc1pa1mente debido a que (1) los maastros y los
estudiantES por 1gua1 esperan la 1ntroducc16n temprana del
concepto de variable en un curso de élgebra, y (2) yna vez

establecido el concepto de varlable, puede comenzar en:

‘serlo npestro estuﬁlo de,la estructura del sistema numérlgp

Despgés presantamoe la recta numérlca al estudiante.

.AQuI tenemos otro concepto de gran utllldad a lo largo del

curso, es el artlficio utlllzado para representar muchas de
las ideas acerca de los numeros y las operaclones que sd

efectuan con ellos. Esto se hace ev1dente inmediatamente

.en cuanto se presenta la construcgfgn de las gréflcas de

conJuntos, y luego, en la secc16n final del capItulo la

-

Sin embargo, la. suma ¥y la multlpllcac n en la recpa

numérica nq se estudlan de lleno, puesto que en los

CapItulo® & y 7 se tratan a fondo dlchas operaciones -méé

bierl se desea que esta secc16n establezca los fundamentos,

en distintas formas, de la prop1edad~conmutativa de la suma

'y 18«0 multa.ph‘l:ac:lén. Primero, se aclara al estudlar;te que,

por ejemplo, 3+ 5y 5 +'3 son simbolos dlferentes, que a
pesar de que gﬁbos nombran el nﬁmero 8, éste se halla de

distinta manerd en cada caso, porque 1a sumd es una operacién

ordenada. Asi, pues, la propiedad conmutativa de la suma

tiene #significado. De la misma manera, esta séccién prepara

al. estudiante para la propiedad conmutativa: de la multipli-

? ibacidh. La suma y la multiplicadién ep‘la recta numérica

. -

N
N
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\‘\también ilustran las .propiedades’conmutativas mediante

1

ejemplos, tales como aquellos en los ‘que intervienen los’ nﬁ-

"meros raC1ona1es, para los cuales la circunstancia de que’ las

propiedades son vdlidas no es del todo obv1a. - 8. >

Remitigos al maestro al'libro de Haag, Studies 3£§~
~.Mathemat1cs, Volume III, Structure of Elementary Algebra,

» N - ? =

\ Capitulo 2‘ secc16n 1. B N

R

Los,alumnos que han estudiado Matemiticha para el prlmer
ciclo secundarlo del SMSG habrén tenido,alguna experlencia

con los conjuntos y la recta numérlca. Podrén estudiar
algunas partes de este capitutﬁ en menos tiempo que otros

estudiantes, pero el enfoque esalo suficlentemente distinto
‘como para sugerir que no se,debegggﬁﬁﬁi ningund de las ideas.

: : . P \
1-1. Conjyptos y subconjuntos n[f R
Piginé 1. Aunque los primeros conjuntos presentados -al

comienzo del cap{tulo no son egemplos de conJuntos de, nﬁmeros,.

pasamos répldamente a la consideracr%h de tales conjuntos.

A pesar del ‘hecho de que los conjuntos no numéricos pueden
sex de interés, un estﬁdio p;olongado de ellos constituiria
una diﬁagacién, para la cual probablemente no haya tiempo
dispbnible, deg@e el punto de vista del propésito bé&sico del
curso. : . . -

Alabama, Arkansas, Alaska, y Arlzona son todos los estada;

»

".cuyos nombres comienzan con la 1etra A.

, Lunes, martes, ‘miércoles, jleves; viernes son todos los
"dias ‘de clases" de la semana. Otra descripc16n serfa "todos
los dfas laborables , aungué.algunosipodrfan incluir el ‘
sdbado entre los "dias laborables". T
Estos seis y el domingo constituyen. todos los dfas de la

-

L 2

semana .

~ .

»

N\

Y



- . ) o . '\?~ : .
» / . ’ N
- Los numeros 1, 2, 3, 4, 5 son los primeros cinco nﬁmeros

: naturales, o bien los. nﬁmeros cardlnales mayores que Oy
?\ “!' o . . -

menores que 6. a .
Los nﬁmeros 2, 3, 5 7, 8 constltuyen un c0n3unto de

nﬁmeros cardlnales menores que 9. Sin embargo, &sta no es .

una descripcidn.adecuada, ya que deéErlbe otros conguntos\ ‘
\1gua1mente que el especlflcado. En tontraste con el con- o

\\gs?!b anterior,“fl 32' 3, 4, 5]y el conJunto {2, 3,5, 7 8]

no se describe fécilmente con palabras, "sino solamente

»

hac1endo una 1lsta de 1os elementos. En el otro extremo
estd el conJunto*vacio para el cual no se puede hacer una °
_lista de sus elementos y el que ses debe< describir &e alguna

* »

otra manera‘ ' ‘ : ) . s, R

*

No introducimos toda la notacién corriente utalizada en
la teorfa de los conjuntos, tal como la notacién constructiva
'* . de conjuntos, £y, C s U, ), debido a que conside-
-ramos que no hay uso suficiente de ella que. justlfique su,
‘estudio en esta etapa. Sin embargo, no hay objecidn ‘a que el
\ e ‘maestro utilice cualquiera de estos simbolos, si asf 1lo

‘e . -

desea.

Péglna 2 " Aunque definimos y distinguimos entre*el conjunto
de los mimeros cardlnales y el conjunto de los nimeros natu-
rales no se debe insistir demasiado en el dltimo conjunto, A

‘ ‘pues se emplea mé§ el conjupto de los numeros cardanales. ‘\\
. En el estudio de los nimeros reales en el Capitulo 5, el- \
término enteros se introducir4 para ‘designar los ndmeros cardi-
nale;‘y sus opuestos (los negativos). jm -
. Eli?aestro\debé estar prevenido frente a tres errores.
corrientes que cometen los estud antes al tratar el conjunto
. $\ vacio. El error mas 1mportante es 1a confusién de los

» .

T N N . ’ r:
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simbolos (0} y Q cont;a el cuak_se les prev1ene an el texto.~~

Sin embargo, este asunto podria nece51tar que - el m%estro haga -

- mas hincaplé en &l. Un @rror ‘menos 1mgortante c0n31ste en’

-~

-
‘" usar las palabras Mun conjunfo vacio Q' un conjunto nulo

en vez de “el conJuntc-'vacfb"~ Hay-s nte un QanﬁntO'

J

Vacio,,aunque admlte‘dgchas descr1p01ones. Un tercer error

con31ste en\usar el simbolo *{ﬂ}, en vez de. ) solamente

~‘\\ \ Inc1deq}almegte, el simbolo empleado para representar el‘\'"

.

conJunto vac{o es’.el mlsmo~gue se emplea ﬁara representar una

%vocal en el "alfabeto danés, ", - S
Pigina 3. J es un subcnngunto de S. a .
Respuestas al COnJﬁnto de pro lemas 1l-la;’ péginas 3- 4
" 1. (a). » 3, 5,.7,9, 1 } R o
(b) (o» 1, 4, 9,716, 35, 36, 49} -
(¢) (12,24, 36,48}/ . . =

(@) {01234, ‘6789103

o~

© T (e) Esta pregunta se debe cotelar anualmente en el
| ) Almanaque Mundial. = *
. L£) (0, 1, &4, 9) ) -
(&) 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81}8 |
\\ \ (ﬁ) No se puede hacer una llsta de 1os elementos del

conjunt {0, N

LI » .

2. (a) Los elemen s de cadatnu>delos conjuntos son.

. los mismos: 1, 2, 3, 4, 5, 6
() El c0njunto s = {1, 2, 3, 4,.5, 6) es’ el con-
, Junto de los sels prlmeros nimeros naturales.

-

Son p031b1es muchas otras descr1pc1ones. -

]

(¢) El mismo conjunto puede teher muchas descrip-

c1ones%’ .

o

‘;

R 24
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3. = (1,2,3,4)

X
N

Y

v

T=1{1,4,9, 16 .
Vo= {1, 43 si,.v es un subcongunto de ;. s1, ) ‘
v \\ \ es un . subconJunto de T; noq u nQ‘es un subconjunto |
‘ ‘*ff de T, ya que “2'no es*un elementg~de T. o
oA K=, 2, 3, 4,9, 16] " -
> . ‘K no es un subccnjunto de<U U "es un subconjunto
o \de'K T‘es un subconjunto de K, Ues un subconjunto'*‘\
S de U (por 1a dgfinicidn de subconjunto) ‘
Los problemas precedidos por un asterisco * son;més : §'"

estimd&antes e 1ntgresantes que.otros en g} misﬂk conjqntc de \“

eJerc1c1os.

los estudiantes més destacados’ y curiosos* y 1a discusién de -

Tales ,problemas se 1nc1uyen principalmente para

estos problemas con - toda la clase podria consumir. tLempo
necesario més adelante en el afio, para completar’eﬁatrabajo
bésico del curso.. _EY maestro‘decldiré cuando aparezca cada’
uno de estos problemas si- el tiegpo y la habilidad de sus -
estudiamtes le permiten tratar el problema con’ 1a claSE*en su )

totalidad
*5. Del
. " Del
wDel

. Del

w

conjyﬂfo @ se puede construlr un subconjunto, ﬁﬂ\‘i

conjunto A = {0}, se pueden construiredos
subconguntos,,{O] y B.

conjunto B = {0, 1)}, se pueden.construir cuatro
subconjuntos~ KH, [1] (o, 1}, y o. -
conjuntp ¢ = {0, 1, 2],‘se pueden construir ocho

*subconjuntos' {01 (1), (2),(0, 1}, (gg;z]s

(1, 2),- (0,1, 2} y 9.

Del‘cohjgnto;p = {o, 1, 2, 3}, se pueden construir

2, 6, es decir 16 Subconjuntos.

L]

El estudlante puede enunciar la regla de la manera

91guiente.

v I N » .

Un conjunto de cuatro elementos tendré el doble de

subconjuntos que un conjunto de tres elementos,'y asi-

ARY

»

Al
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.
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Sucesivamente,~: . ) o o R
| | . ~0 bien - . . \-\‘.
-Un coﬁjunto»de un- elemento tiene o 2 subconjuntd§
Un conjunto de dos elementos tiene 2 x 2 subconjuntoa

FER

* Un conjunto de tres elementos tiene 2 x 2% 2 subconjunto&\

Un corjjunto de cuatro elementos tiene 2 x 2 x 2 x 2 sub-
. .con untos. ‘ =

. 1N ’ ..‘. N
s : ‘ etc. . .

L N

Pégina 5 Hay 50 nﬁmeros 1mpares entre 0 y 100,  Se pueden

\ _contar, pero no es necesarlo hacer;’ii”Una manera deé détef-
i

minar cuéntos hay sin contarlos se
numeros cardlnales desde’ 1 hasta 10Q 1a mitad de’ los cuales

" son- impares, y la otra mitad pares ”

Otra manera seria darse cuenta de que ﬂhy 5 numeros

impares en cada- decena, y hay 10 decenas desde 1 hasta 100
?or consiguiente, hay 50 ndmeros impares. El alumno puede

\construir una tabla de &stos.

‘E1 cqnjunto de todos los mﬁltiplos de 5-es infinito y

A

~ el proceso de contar sus elementos no puede terminar.

e Elrémpleo del término "una infinidad“ por parte del

\~~estudiaﬂte y el maestro ﬁebe ayudar al’ estudiante a evitar el
" nombr¥ "infinlto", y_ con ello la tentac16n de llamar a

"iAfinito" un numeral para un nﬁmero grande ) \\ R

Respuestas al Conjunto 'de problemas 1~1b péginas 5 6 .
: Iy

1. (a) 18 R .
C(b) 25 | " o
(c). Una\infinidad *
(@ 3% |
2 (e) " 100, .
‘2, (a) Infinito - s : .
@) Infinite " - -,
(¢) Finito >~ ' S, .
r . ‘

obsggvar gue hay 100 - .

7]

a%



glna 7. |
ilustrativo y sugestivo; y nuestra’ consideracién de ellgfes "~

tamen te .

o

(a)

~;(E)
(a)

(b)

OF

YO

(e)

(@)

~

ﬁFinito \ ~\ _ e : i . e

" M es finito.:

Infinlto - | Y ‘NF ~ i“ . ~ ;Qri
X = [0} K es un subconjunto de S, K es un ;kb :
conjunto dé\T*‘S‘ T, y. K son fini%os.

M= {0, 2, 4 5, 6% 7, 8 9, 10}); M no es un
suBconjunto de S; T es un ‘subconjunto de M;

R = (5 7, 9}, R.es un.subconjunto de ambos
'S y M. - S >

No se puede hacer una 1ista de los’ elementos :
de A; es ‘el conjunto vadio. . Q\ -

Los conjuntos A 'y K ‘no son el mismo. El \‘;5ij

‘conJunto *A no tiene 'elemento algunq, mientras

_que K tiene un elementa, 0. ‘ S
“sf. Un subconjunto de un conjunto no puede
tener elemento alguno que no esté en el conjunto,

A
, de manera que ‘el ‘ndmero de élementos en, un

subconjuntq no es.mayorxque\el nimero de- ele- :

.mentos en el conjunto. PRor le tanto, cualquier.
N N L

[y

subconjunto de un conjunto fihitOjes finito. - %

Un ndmero cardinal par es wno que es un miltiplo de

2, es decir, el .producto_de un mimero cardinal

multiplicado por 2. Siendo 0 el producto del nimero

cardinai 0 por 2, es, por definicifn, un némero ?ér‘

L 4

¥

>
- '

> . N . N N N

La recta humérica - e

La recta numérica se emplea como un artificio

bastante 1ntuit1va. De 1gua1 modo que en la secc16n anterlor t

-l
surgen més preguntas que las que se pueden contestar inmedla-

(-
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“En la recta numérica estén presentes implicitamente
puntos correspondientes a los nineros negatrvos, segun 1o
sugiere la consideracidn de la escala de un termémetro y la
presencia erl las 11ustraciones, del lado izqulerdo de la

recta numérlca. Sln embargo, puesto que el plan del curso es

\Science, de Tobias Dantzig, pdgs. 61-64. | . .

dlrlglrnos dlrectamente a la con51derac16n de las propledades ¢
de 1as operaciones con los nimeros no negatrvos, cualquler ‘
cosa que no sea un simple reconoc1miento casual de la ‘exis-
tsnc1a de los nimeros negatlvos en esta etapa constltulria una .
dlstracc16n.para el estudiante. L o ‘
\Pégina 7. El concepto de sucesor e} importantex' $upongamos

que se empieza con el numero natural uno. El sucesor es

™uno més", o%¥sea, 1 + 1, que es 2. Asi, pues, el sumesor \

de 5 es 5+ 1, 6 sea, 6; el de 105 es 105 + 1, &s decir, 106} °
y el de 100,000,005 es 100,000,006. Esto implica‘que cuando  *
-se plense en un numerohcardlnal no,lmporta cuan grande sea,
tendré 51empre un sucesor. El estudiante debe darse éuenta

S e
de que no hay un dltimo numero.‘Una referencia interesante

para.al estudiaqte es el libro Number, the.Language'of

v . . .

Pdgina 9. Aqui se hace hincapié\en que la coordenada es el

nimero que se asocia con,un punto §e la reeta. "Coordenada",
asoc1ado y correspondlente a" deben venir a formar parte. -

del vocabulario del alumno. Este no\ débe confundir 18\$

coordenada con el untb, ni la coordenada con el nombre del
' \
nimero .t . ) ‘
Aqui surge por, prlmera vez la dlstlncién entre imero v
*Qd—g—

\y el nombre de un nimero. No debe hacerse de: esto un tema

“de dlscu316n en esta etapa, ya que lb trataremos explic1ta- "
Y

A}

mente al comienzo del Capitulo 2

. N



- Obsérvese que el enunc1ado general en la p&gina 9. rela-
~cionado con los nﬁmerqs racionales ho es una def1n1c16n,

- pues hasta este momento no hemos. 1nc1u1do las nﬁﬂﬁros racio--
nales negatiVOS“ No debe. insistirse en este asunto-con el -

A

estudiante. Este tendré una def1n1c16n de 1os nmeros racio-

nales después que hayamos préﬁentado los nﬁmeros,negativos
en el Capitulo 5. Por ahora queremos que tenga la idea de

que estos nﬁmeros se incluyen entre los racionales,. -

N También se puede decir que un ‘nimero rgpresentado por
una fraccmén que indica el- coc1ente de un nimero cardinal por

~

‘un ndmero natural es un nﬁmero racional Este Enunciadn
puede ser de interés, puesto~que se expresa mediante estos
- conjuntos definidos rec1entemente, pero ‘el enunciado en el

texto tiene la -ventaja de que la exclusién de la div1sién por
cero esté expliclta. ‘

* .
£

< %?, %?, ig .% son nombres posibles para estos ﬂﬁmeres.

‘Se puede representar un nﬁmero racional por una fracé!én,
\,‘ ~ pero algunos nimeros racionales también se pueden reprasentar\
por otros numerales. La ilustrac16n de la recta numérica en

la pégina 9 da el nombre "2" lo mismo que las fracciones

. n ngzn o nagn - T . ..
‘ - %?', .%‘, i% para el nimero 2. El mismo diagrama muestra: .

con\tlarjda& que no todOS‘los\nﬁmefoé racionales son ndmeros
ardinales. Puede que el estudiante haya #istp fraccioﬁeé\que
\ . represenfen nimeros racionales, tales como, {Z, 4? etc,
Se le- tendrd que recordar que las 1lamadas "fracc%oneétdeci-
males' no son fracc1ones en el sentido de esta def1n1cidn.5
. o Es necesario distlnguir cuidadosamente los términos <

. \ ""ntimero racional" y "fracc16n Més adelante en el curso,

(en el Capitulo 9) se veré que el 31gn1f1cado del término

= . - v
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- raccldn" incluye cualquler ex rasién,vincluso‘una expresién
p

N con variables, sque esté en la forma de un cnciente 1ndicado. \ h;wi

~ A

éginas 10—11 " Aqui Se introduce gl congqyto de “deﬁsidad" e
" de los nimeros. Por "densidad“ ‘de los nﬁmeros queremds o

decir que entre .dos nﬁmeros cqalesquiera siempre hay o X0, .Y,
por lo tanto, que entre dos nﬁmexos cualesquiera hay u a’” .
infinldad de nﬁmgros " Esto suglere que, en la recta o mérlca,“:\

.+ entre dos puntos cualeSquiera siempre hay otro punto3 y, en
 realidad, una infinidad de puqxos. Aqui nos’ referlmos a los

o *

“puntos" més bien en el sentido matemétlcohque en el ffsr&o,

~

a saber, puntos que no tienen dlmensién. Puede. que por no,

estar pensando en los pumtbs de esta:manera, el estudiante ‘

.

TR
no concluya intultivamante gue ‘entre dos puntﬁs cualesquiera .

“de la recta numérica se pueden locatizar qtros puntos. Por
cpn31gulente, primero se ie muestra el concepto de ! 1nter-

°~

posicién“ para los numeros, 'y entonces\ considerando estos.
nimeros como eoordenadas, podré inferir la ! interposicidn
de puntos de la recta numérica.

-

La 1ntrodutc16n de QEros nﬁmeros pcsitiVOS\ademés de los A
nﬁmeros rac1ona1es se . hace gradualmente. Un eJercicio en el ‘
Cap{tulo 3 sugiere que N2 podria ser irracional ‘en ei‘

Cap{tulo ‘5 se afirma deflnitivamente que algunos radicales ;

y también 7 son numeros irracionales, y en el Capitulo 1 o
se ofrece la. discusién detallada de la irracionalidad de

varios radicales y sus sumas, luego de un entrenamlento apro-
piado en los métodos de, factorlzacién. ‘ :

En esta-etapa del curso, es de esperar que el estudiante -«
acepte-el hecho de que a eada punto de la recta numérica a la
derecha del 0 se le puede asignar un numero. Puede no .
aceptay el hecnode que no todo punto de la recta numérica
_tiene como coordenada un nimero racional, pero hasta el

r

Lapitulo 11 no es necesario destacar este»dato.\ También el
A Y : ' A

L3
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estudiante puede esta; impac1ente por a51gnar nume;os a los
puntos a 1la 1zquiepda del 0. Por el momento, hasta el \
Capitulo 5, *concentraremos en 1os numeros&reales no n&gatlvos‘
_Este conJunto de nﬁmeros, incluyendo el 0y todos los: numeros
que sean lag coordenadas de puntoSﬂlbla derecha del 0, lo

e

1lamamos el conjunto de los nﬁmeros de la aritmética.

A

+ Después que establezcamos 1as propledades de las operac1ones
con estos humeros (en el Capitulo 3), con51deraremos él. con-

‘{f ‘ juﬁto de todos los nimeros rehles, que 1nc1uye los numeros
L . negativos (en el Capitulo 3). Entonces en los Capftulos

,6, 7 v 8, explicaremos detailadamente las p&opledades de las

. operaciones con todos. los numeros realesl wt “
: ¥ ¥

Respuestas al ConJunto de problemas 1-2a; péglnas 11-12:

o 2 3’
‘ 13 Entre 2 y 3 hay una 1nf1n1dad de numeros, entre 500 y‘SUU .
. o hay una 1nf1n;dad de nimeros . . ’

A

13
2
—

3 3" < ‘ 1
20w % 3 0% 3 <% % .
: [ T B e T MRS BN SR S
~ 12 34 78 9 1213 14 15 16 17
D L, 3324222 IRNNBEIRRSRY -
" ) s B | 2 3 L4 5
B Y oB07 W 15 18 27 » as a4 o
> - N )
(c) K 3T 2 5

o/
o\

Tres de éstos son ndmeros cardinales: 0, 2, 4. 2y 4 son
. .num&;os naturales. '

w

(d) Nlnguno de los nombres para los némeros en (¢) es‘una
 fraccibén. Todos los nombres para los nimeros en
(a) y en (c) representan ndmeros racionales. - «
Si. el estudiante no sabe con certeza qué aspecto tendrd
) 1a gréflaa, puede mirar las 11ustrac1ones de la pdgina 13 del
* texto. Sin embargo, esperaﬁos que no necesite esta ayuda, ,
-sino que mis bian el ejercicio le oriente hacia la construCC1Q1_

N
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" de las gréficas de los conjuntos que sigien. -

A

. meros Z’;BS puntos asociados. ) : o ,

, %% es mayer que 3.1, %% estd a la 1zqu1erda de 3.2, ££

%7 El conjunto S es uno“de estos tres cohjuntos:

<

3. 7. es otro nombre para el numero*natural &+ Otros ST

»

nombres que‘se sugieren para la coordenada-de este punto

| 8 100 12.4 | o
som 3725 T3.1s 4 0. . o
12 3000 1.5 3.6
\ ‘ 16° 4000° "2 * 4.8°
075, : o B

\ ‘ S : . -
. — — a - $ ~$ ‘4
& L we o e 3. 4

3

4, *Los numevrales sugerldos 1nc1uye -%,~

N "
] N N L]
. N .

El yunto cuya coordenada es 3. 5 estd 2 13 derehha del

punto cuya coordenada es 2. El nﬁmero 3.5 ‘es mayor-que al

nﬁmero 2. El punto cuya coordenada es 1 5 estd situado a la ‘
izquierda del punto cuyd coordenada es 2. El nimero 2 es ‘
mayor que -el ﬁﬁmero 1.5. (OBsérvese que este problema~esté S

dirlgldo a tratar, con 1a relac16n de ordenacxén de los nu-

6. .

6 2 éj\ T4
\ By -z
» 22. - ) > ‘- . ’ N
El nimero '7-\esté entre los nimeros cardinales 3 y 4. Lo
22

- wle

7
estd eﬁtre 3.1y 3 2. PIdase al estudiante que divida ,22

por 7; obtendré el resultado 3.14285714...; de aqui puede : .

decidir que %% esté entre 3.1y 3.2; entre 3.14 y 3. 15 S

entre 3.142 y 3.143. \ -

» N

(1) El conjunto de los numeros cardinales mayores que 1.

h N
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(2) El conjunto dq todos los mimeros naturales. )

(3) El conjunto de ;odos los, nﬁmeros cardlnales.
Respuestasxal Conjunto de problemas 1-2b; péginas 13-14;
1. (a) k= {0, 4} M =(0, 2, 3, 4, 6,7, 8, 10}

0O N I S - - - —
BN S TR N T SN S SN NN T M

T —4 + :.\ —— —r 4 Y Fl )
. R 0o I 2 3 a4 5 1 0. 1
. - © ) 2 3 4 5 6 T..8° 9 101

v . . "
B S R T e e e
. 0 2 3 4 5 & 1 8 9 lo. 0 "

, , |

N ) \ . N \\.\Q .. . i . “
(e) Cualquler punto de las grificas de ambos conjuntos:
S y T estd en 1a grﬁfica de K. Cualquler punto de

la gréfica de S, © de T, o de ambos, es un punto

. de la gréflca de M. A o a
Este ejercicio suglere que algunas veces' convendri comparar

las gréficas de dos conjuntos para obtener conjuntos *impor-
‘tantes que se conocerén luego cefo’ 1a 1ntersecc16n y la

~

2
PR

" reunién de los conjuntos. " \ \ +

2 ;T# —t——t—

o | ,2 3 4 s 6 7 8 9 10 N

- B ottt —————p——+
o | 2 3 4 5°6'7 8 8 16

‘ Eﬁésto qué ningin punto de ambas gréficas tiene la gisﬁa

coordenads, el conjunto C es el conjunt§ vacfo, §.
\ ) .

*3, : -

° ! 2 3 4 03 s

0 36 12 s e T T~ -

3
N \~ .
. ;
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~‘ nimer'o racional

El estudiante que resuelva este problema puede obtener
‘ de €1 un medio de caracterlzar un conjunto infinito, ya que
sdlo un conjunto infinitoatiene la propiedad de que sus ele-
", mentos se pueden aparear de manera ‘biunivoca con los ele-
' mentos de algun subconjunto propio de s{ mismo. RN

N

123,

. L3

Suma‘x multiplicacién en la recta numérica co .

.-

.La suma de dos nﬁmeros rac1onales es siempre un -

La propiedad Se clausura para la suma de E

. nimeros racionales se considera mis ampliamente en el w

Capitulo 3y por ahora confiamOS\gn la intuiciﬁn del estu»\

»

diante, con la ayuda de algunas sumas de ensayo con nﬁmeros

»

racionales, para encaminarlo correctamente.

‘ Respuestas‘gl\Conjunto‘gg problemas 1~3, péginas‘16-18:

Y . T N

\ e . . 44+6
)“.‘ 1- (a) l N . 4 _ﬁ. X ; ) N 6 N R ’! LY
R T & 3 4 5 e t 8 9 10 1
.. C C 3X4 .
By 4 - 4 “ —= 4
' ot (1‘3) r - ' t ﬂ +——t t — —————
) 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 w2 1 .
. 0+08 . . ~
0 *
(e) ; }
T0 08 . :
'Este problema se puede 1nterpretar cbmo si nos moviéramos&
* en 1a recta numérica desde 0 hasta 0-y luego nos movié-.
-/
ramos 0.8 unidades hacia la derecha.
B [ 2 2 —p 2—»,-2-;,——‘ \ 25_")(2 )
kS > ¥ N T -
0. 2 3 4 5 6 1 8 8 10 1

¢ I 3,'3\
t—‘gl ) 1 ‘sl_s- i

{e) — ' — } .
o 1 2 3 4 5
Coaxt ¥
(f;) l“"h"’l"“"t—"’r‘“’l
\ 'S 4 5

o I 2

R
o -
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® ‘ Otro modo aceptable para,in1c1ar el procedlmlento de -
' sumar en la recta numérlca seria Iocallzar directamente el
punto cuya coordenada sea el prlmer nﬁmero, en vez de movense..

=, desde 0 hasta ese’ numero en la recta numérlca.

R

2. Un procedimiento para festar dos ndmeros en la recta

s numérlca es el s1gu1ente‘ movernos en la recta numérica desde

0 hasta el primer nﬁmero, y entonces. movernos desde .este punto -

*

' hacia la’ 12qu1erda el ndmero de unidades indicadas por., el

.- segundo numero¢ 1ocallzando asf el punto cuya coordenada es~

a
*

o el resultado. ‘ L S
o e . S ‘ ; 6+2 o L
, S o o2 o

: (b5 Mt i 1 1 | N 1 N 1
. L P T N —t t L2  § T
. 0 ! 2 3 4 5 6 7, 8 ,
: 18—2 ' ‘
B | - I S ’
, 5 8 . T
, *(e) \ N > \»
. T [ ALY
* 0 | 2 N

Aplicando este"procedimiento‘a otros problemas puede dar
lugar a que algunoé~estudiantes piensen eh\los nimeros nega-
tivos. La con31derac16n de esta pregunta se dehe limitar a \,y“

" lo que sea 1nd1spensab1e para aplacar al estudlante, ya que
‘la resta se trata ampliamente en el Capitulo 9 para todos los

ndmeros reales. No es nuestra intencidn 01v1q$r que el estu-
- diante sabe restar nimeros positivos hasta entonces, mas uti-.

llzaremos de modo ‘casual la sustracc16n en mbchos, ejerc1cios
de los primeros capitulos sin consmderar sin embargo, sus

propiedades operac1onales.
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El segmento desde 0 hasta 4 estd d1v1d1do en dos partes

" jguales; y én el extremo de la derecha ‘del primer seg-
‘mento esté el punto requerido. .

"y

R ) ‘ a o - . . NN \ . o
‘ ‘ R e s o L
' ’ 3 ) . ‘—Xv— L] .\ N
N3 « 4 3
(b)» g t i! 4 ;‘: T’t " } -
> 0 Y ‘g_ , ] i )

El segmento desde 0 hasta '% estd divididﬁ en cuatro

partes 1guales, y en el extremo de la derecha dq} tereer
\3segmento estd el punto requerldo.

L e \ El estudiante puede usar la fracc16n \%i en lugar de 3,
.y oast éncontrar nombres. mds senclllos para la coor denada del‘

, punto en e1 extremo de 1a derecha del tqrcer segmento, tal

T

" como 22 6. %. . (I
4, (a) La suma de dos nﬁmeros impares cualesquxera es ;n \
mimero par. \ - Cs
5 +13 = 18- o " o oo

-~

. .(b) El1 producto de dos nimeros 1mpa;es cualesquiera
\‘es un ndmero impar.- o o]
5 x 13 = 65 o o |
Este problema‘Se'incluyewen los ejercicios para*ayudar
»aww,\ \a»mantener informalmente ante el estudmante el concepto de
v, clausura. La definicién formal de clausura se encuentra. en
el problema *7 de estos egerc1clos y de nuevo en el

\Cap:[tulo 3 del” texto. M

>

<
R



S8 = 02,3, 4, 5,6, 7, 8) <

\
- *

'S no es un’ subconjunto de T‘» \

Si el estudlante tiene dificultad en determinar la ‘suma

de todos los pares- de elementos‘del conjuhto en un proplema ‘

de este tipo, el uso de una tabla de adicién podria ayudérsele .

. . .a‘sisteﬁatizar‘su gfabajo:‘ ‘ ’ ’

) ) +41 2 3 4% o -
o "I ]2 3 % 5 .
) ‘ 2|13 5 6 - )
3({% 5% 7 ‘
% 2t |5 6 78 .

N BN

- . - . . ) -

‘ En una tabla tal un ndmero de la columna vert1ca1 a la
1zquierda es el prlmer ndmero de cada par, mientras que-un
‘nimero de la fila horjzontal superior ea.el segundo nimero

del par. v f . \‘ ‘ o
. = - - El estudiante notard que en la lista de‘los‘elementos del
© conjunto no se.repite elemento alguno. S
6= (0, 1) L T
*  Pesun subconjunto de Q.. L
Al 1gua1 que en “el problema 5 anterlor, una tabla podria
ser de ayudp: ‘ -
Tt T x|] 0 1
: : oj o o S
- . - 110 3 1 ¥
*7, (a) Q no es cerrado respecto de,la“suma. S
*T. . (b) St ‘
. *No,‘z‘; 413, - . X L
- {(e) sfi. | : ’ |
(@ sf. - 7 o ! \
si. ‘ ‘ S .

-y

y
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;El conjunto de

todos iﬁs‘nﬁmefOS‘paresies cerrado
respeigp de la oPeraciﬁn "'dos veces el producto“"
Otros conjuntos -infinitos de nﬁmeros pares también

‘.“son cerrados respecto ﬂe esta oPeracién, por

‘eJemplo, \ L
(0, 2,74, 8,16, . . .]
{0, 4, 8,16, . . .}° o
| {8, 16, 32, S ..}
al igual qpe los conjuntos-{O} y 0. h‘ s

El conjunto de todos los nﬁmeros impares es cerrado .

- respecto de la 0perac16n Ydos vedes el producto .

més uno" al igudl que dtros conguntos inflnltos v
de nﬁmeros impares, pOr ejemplo, \

- ‘~ ‘[3 5 7 9, . ..“}‘
‘\;2 : (9, 11, 13, i~.);‘

Los siguientes parecen ser los conceptos importantes

del capitulo.

Se puede hacer una lista de ellos en

cualquier orden; aqui aparecen en el orden en que se

presentan por primera vez en el texto.

Seccién 1-1. = .

¥

~ - \ ' s

- \ S

1. Un conJunto es una coleccién de elementos o

miembros con alguna caracteristlca comun.

11ama el conJunto Vac{o, o bien el

2. El conjunto’ que no*contlene elementc alguno se

conjunto nulo, y Se

denota por el simbolo 9.

» ’

- 3. Si -toda elemento del conJunto A pertenece al

conJunto‘B entonces A es un subconjunto ‘de B, -

1nfin1to.

b,
el conjunto es finlto.~

81 los elementos de un conjunto se pueden QOntar,
De 10 contrario es.un conjunto

La ﬁnica éxcepc16n a esta regla.es el conjunto

-f,- que no-se puede conbar, pero no obstante €es finlto. Y

N . \a
N




Seccifn -2, \ o \ o
5, Todo ntimero cardlnal y todo nimero - natural tiene
un sucesor, de ‘modo que el conjunto de todos los nﬁmeros

cardinales Y. el de todos los nﬁmeros naturales son con-
juntos- 1nfinitos.ﬂ_“g»w\ e L

‘v\ N . Lo * o

\E‘\ 6. Una fracdién es un simbolo que, 1nd1ca el v
‘cociente de dos' nifmeros. ‘ \
b 7. Un ntimero que se puede repreSentar por una

- fraccifn que indica el cociente de dos nﬁmeros cardinales,

-

o excluyendo la div1sién por cero, es un ndmero racional b
8.. Hay muchos nombrgﬁ pcsibles para el mismo '
‘nﬁmgfg. ~‘ Q,v ‘

9. Cada numero rac1ona1 sewpuede asoclar con- un
punto de Ta recta numérica. ’

10. E1 conjunto de todos 105 nﬁmeros cardlnales es:
un subnpnjunto del conjunto de ;odos los nimeros racio- .-

nales. e . ; S .

\ \n

v

11. La coordenada de un punto es el nﬁmero asociado
v gon elcpuntm en la- recta numérica.‘\’ >

‘:‘~ \ - 12, Todo ndmero ‘se puede asociar con un punto de . la .

g recta numérica, y-todo punto de la recta numérica-

-

’ corre de.a un nimero--aunque no necesartamente- un

: ndmerd racional., -+ . - . ‘ S . N
s N 13, ﬁhyquna 1nf1n1dad de pﬁntos en la recta numérica, .
;; | hay“‘ha 1nf1nidad de puntos entre cada par de puntos de

o 1a recta numérica. L ) ‘ “ B s

*- 14, La gréflca de un conJunto es el conjunto de

\ f~F puntos cuyas cOordenadas .son elementos del conjunto. ’ ~~ﬁ
A .

15. "Al representar la suma en.la recta numérica, se
pone de manifiesto que sumar el segundo de dos ndmeros

al prlmero es un proceso distlnto al dé sumar el primero
al segundo, a pesar de que. ambOS procesos termlnan en. el .

» .

misno punto de la recta. ve ~ \ : .

S a . -
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- : 16,.~ al feptesentar la'muitiplicacién en la recta o .
. numérlca, se pone de manifiesto que mulfipllcar el ‘
'segundo de" dos nﬁmeros por el prrmero es un proceso

ot _distinto al de multlplicax gL Qrimgggwpgx“glﬂsegundo.
- a pesar de que ambos procesos termlnan en el mlsmo punto
de la recta. ‘

s Capftulo.l \

‘ ‘Sugerencias para exﬁmenes\

- (No se pretende gue las siguientes "sugerencias para
ex4menes" constituyan un-examen equlllbrado o completo, pero
son, como lo implica el titulo preguntas que parecen apro- .

pladas para incluirlas en un examen acerca de este cap{tulo )

1. ;Son los conJuntos 51gu1entes finitos o} 1nf1nitos° Si

¥

es p051b1e, haz_una lista de los miembros de cada uno.

he 4
£

(a) El ndmero de personas .que hay hoy en este salén de .
| clases. S \ ' - : ‘\ S
(5)\-Iodos ;os\mﬁltiploé de 3. , ‘
v (c) Todos }oé‘nﬁmeros qafurales menores qﬁe‘?:
(d) Todos los nimeros cardinales que no son miltiplos
de 5. | - o
T (e) debs\ios hﬁmerds‘entre‘ 0~yg% . \ j;" ‘; .
2. (a) Se da el cénjunto s=(0,1, 2, 3,.4).
\Determlna el conJunto»T*de los productos de cada
\elemento del conjunto Sy 1l. ;Es T un subgonjunto
. .des? wo S
- (b) Se da el c0n3unto A= [0 2, 4 6, 8).. Determinma el o
) Mw:conjunto B de los productos de cada elemento del
conjunto A W 0. (Es B un subconjunto de A?

£ : X : \ . t

A

%
",
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3. Haz una lista de todos los subconjuntos del’ conjunto
. Z = {1 3 4, 5). jCuéntos de ellos tienen 3 elementas?
) 4. Se da. el conjunto N={1, 2, 3, 4 8, 9, 12, 16] -
\ ‘(a) Determina el subconjunto R\constituidb por todos

.

10s miembros de N que son cuadrad05~de pﬁmeros‘
‘cardinales. \ . ‘ \ \
(b) Determina el congunto K de todos los némeros impares '
~ del conjunto N. L . S o R
(c) Determina el conJunto A de 1os cuadrados de los
- wmiembros de N. " ‘
(d) Determina ‘el conjunto B cuyos miembros son cada’ uno
3 més que dos veces el nﬁmero correspondiente de N.
. : (e) \Determina el conjunto G de todos los nﬁmeros que
. : . son elementos de a@bos NyB.. .

- T e semea eraa @t SewiaAR W+ S e —— i s . s e——— - — . .

‘ (£) .Determina el conjunto D de tcdos los nﬁmeros gue
.o .. son elementos de N, de B, o de ambos. o ‘
e 5. ~Considera cada uno de 1os conjuntos Siguientes,. y haz una‘
'« - - lista de los elementos para aquellos que sean finitos:

"“ ‘ (2) Todos 1os nimeros naturales menores que 1.
o , (b) Todos los nimeros cardinales menores que 1.

o (e) ' Todos los ndmeros menores que 1.

-

(d) Todos los ndmeros. naturales tales que 10 veces el
* ‘ f Eﬁmero es\mayor que el nimero mismo. ,
© (e) Todos los nidmeros cardinales talgﬁ que 10 veces el
“ nﬁmero s Igual al numero multiplicado por sf
. R mismo? . S
6. *En la recta numérica, s1tﬁa los puntos cuyas coordenadas

‘ son: ¢ S .
. 12 45,19 -
- '\ o (a) 3: 3: 3: 3’2’ 3: "'* .
‘ (b) 0, 0.6, 1.2, 1.5, 1.8, 2“35 he -

" ;Cudles de éstos son nuimeros naturales? ;Cudles .
‘niimeros cardinales7 JCudles nﬁmeros\rac1ona1es?

En la recta numérica, jcémo estd situado elfpunto




o
.

8.

.10,

Escribe dos‘pﬁmeros entre-% y -% ;Cémo sabes que estén
entre-é-y g ? < Qg/ -
Efectua las operaciones siguientes en la retta numérica:
(a) 4+2 () 1x5 - (e) 3x0.5
Sogp) Ax2 (d) r% +~§\\ - R

- %11,

R TR s T R AR R LN e
1 o IR T T

'((a) ‘haz una lista de los eféngES:\del conjunto A.
Z(b) dibuja la. gréfica del conjuntd A.

*ecuya coordenada és 5.4 con respecto al punto cuya

coordenada es 47; ;y con respecto al ‘punto cuya‘
coordenada es 6.27

(a) ;,Esté 7 2 Ta izZquierda de &2 21 ~én Ta recta nmﬂérit:a?

(b) Presenta la gréfica del conjunto K = {0, 3, 7).

(c) Escriba‘gmros 3 nombres que podrian usarsg para la

coordenada 3. .
"8i A es el conjunto de todos 1os nimeros cardlnales
menores que 20 que no son mﬁltlplos de 2, de 3 S de 5,

L N

Sea S el conJunno de todos los nﬁmeros cardinales.
(a): ¢Es S finito o infinito? *

(b) ;Es S 'cerrado respecto de la suma? Explica por qué

(¢) iEs S ‘cerrado respecto de la mnltiplicacién?

‘\ §Explica\por qué,

(d) gEs S cerrado respecto de la operacién de hallar
\1a media aritmética? Muestra por qué.

'S1 T es el conjunto de todos 1os niimeros impares, con-\

testa las preguntas (a) ° ¢a). .
Si R es el conjunto de todos los nimeros impares menores
que 8, contdsta las preguntas {a) a (d).

‘2&1‘%

—

w
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Capftulo 2 . & e
b \. N - \ ‘ ) n’\\ ) N
NUMERALES Y VARIABLES o L e
" Como obra de consulta para 1os temas 1ncluidos en este
‘capitulp, remitimos al maestro al 11bro de Haag, Studies in

Mathematics, Volume III Structure of Elementary<A1gebra,
Capitulo 3, secciones 1 y 2, y Capitulo 6, seccién 1.
Los alumnos que han estudiado el material del S M S.G.
- para el séptimo gradp habrin aprendldo las propiedades de la
\suma y de la multiplicacién de mimeros cardlnales y de nmi- ‘
. meros racionales. Si han estudiado el mater1a1 ‘del S M.S. G ‘
para el octavo grado,. habrén visto las propiedades de los _

-

. nimeros reales. ~em
Probablemente dichos estudiantes considerarén 1as‘

secc1ones 2 2 y 2-3 como un repaso fécml A 1la vez el
. maestro debe evitar en los alumnos la® excesiva confianza que -

les fhpida captar el 51gnif1cado més profundo de estos' con=-

-

‘ g»ggds. Asipismo, debe mantenerlos alertas ante cualquier

concepto que no hayan aprendidﬂ eh sus estudios anteriores.
. A pesar de que estos estudidntes del S.M.5.G. han estado
‘usando variables en los grados séptxmo y octavo, lo han hecho
s6lo de un modo casual. El tratamiento detallado de variable

en la- secc16r* debe estudiarse muy bien con objetq de .
lograr una cl cdmprensién de este concepto. ' \

\2\1{ Numerales y frases numéricas

' N
El prop6s1to de esta seccién es establecer la distin¢idn

'

entre 1os ndmeros mismos y los nombres de ellos y también

~ introducir el concepto de frase. En el transcurso -de-ta-

seccién se sefialan varios convenlos 1mportantes usados en el \
.. .dlgebra. I \ «
ot ‘ - - i ! , :
‘ s . - ; N
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Pigina 19 19. No deseamos enunciar una definicién precisa de

‘\{ "hombre corriente". El térmiﬁo tiene un sentido relativo y

se’uené“usar bastante informalmente. Obsérvese que algunos
' .ndmeros, tales ccmp wwf§‘ no tienen lo que en esta etapa

. : ‘~desear£am0s llamar un nombre corriente, mientras que otros

-

1 -
pueden tener varios nombres corrientes (eJemplos- 5 0.5

e

y 21’ g’ etc ) . . J N N . ‘ ‘ N T
. Los conceptos de suma indicada y producto 1nd1cado sor’

md& dtiles, particularmente al estudiar la propiedad distri-
~ _butiva, y se usérén‘frecuéhtémente. “También 36n dtiles para °
ce 1contrarrestar la tendencia, alentada en 1a aritmétlca, a
considerar una expresién tal como,"14 + 2", no como el nombre ,
‘de un’ nimero, sino més bien como una orden para sumar 2 a.h
R ~y asi obtengffel nimero 6. Este punto de vista hace dificil
. que el estudiante acepte tales expresiones ‘como ‘nombres de -
algo. De paso, puede que el maestro desee mencionar a.la
. clase los cocientes indicados y las diferencias 1ndicadas.

L)

Es posible que algunos alumnos ya estén familiarizados con

el término "cociente indlcado" como un sindnimo para
“nfraccison”. .

. [ N
Obsérvese el empleo de comilla® para indicar cuando la

referencia es al numeral o 4 la expresidn, mds blen que al ° °
\ nquro representado. Al principio es importante tener culdado

con esto. Sin embargo, 'ya que en buen espafiol no siempre se
exige- este tipo de distincién, sino que se deja que el con~
- texto sugiera el significado, m&s adelante tendemos a expre-
'.  sarnos con mayor libertad en cuanto a ello y utilizamos
formas tales como "la expresién 3x - 4y + 7" en vez de "la

e expresién "Ix - 4y + 7' ",

. . - » -




. R 27‘

‘Péglna 20. El ccnvenioiacerca de 1a pfeéerencié de la muiti—
plicaciﬁn sobre la suma se hace para facilitar la 1abor con o .
expresiones y no como un fin en s8i. En ciertos tipos de .
. expresiones este convenlo también se deébe aplicar a la divi- .
sién lo mismb que a la multiplicacidn, por ejemplo cuando . -
- la divisién se escribe en 1a forma 2/3 6 2 + 3 en ‘vez de §u N ‘
Preferimos evitar estas formas y, en particular, disuadir del
empleo del simbolo W { R . _
El uso de parént§sis se podria comparar con el usd de 103

signOS de. puntuacién en la escritura del espafiol. Se debe

hacer hincaplé en el uso del paréntesis cemo un medio que

nos. permite leer expresiones sin ambiguedad y no en la mera ‘
_m_mm““”wtécnic& de manipuiar“paréntesismww‘mmm,m S f Mﬂwmeww;W;WW@; R

\ Respuestas al Conjunto de problemas 2-la; pagina 21:
, {

1. (a) Otros numerales para 8 incluyen 16 3v§, 2(2 +°2),

s 543,38, 47 - 5), =043 L 345, 1.8.
Los distintos numerales dados como respuestas \
a este problema apuntarén hacia algunas de las -
o propledades de la suma y la multiplicacién que

.se' estudiardn mis adelante. Sin embargo, no .
se les debe dag mucha 1mportancia en esta etapa

L o (b) Hay una infinidad de numerales para 8.
. 2. (a) st ()" No  (g) No  (g) Si
| | (b) s (d) sf (5) sf () s1

Obsérvese que los ejercicxos (f) y (h) apuntan

¥

a la pr0piedad asociativa de la suma, que se estudia

en la préxima, seccién.

3 -(a) 17 ‘hy(ej* 3% — (1) %gf -
‘ BN TN € W I C VI
& () 133 \ (2) 13 (k) 2
(d) 20 (h) 23 (1) 3. '
LA | '
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Las palabras "nu&gréi“ y "frase numérica" denotan casi la
misma cosa:‘ Una fr puede ser una expresién méis compllcada
\que comprende algunas operaciones, el térmlno Momeral in-

cluye todd esto 'y también 1os nombres corrientes de los
nﬁmeros. No debemos preocup’inos con esta: dlstlncién, y nos
sentiremos satlsfechos si el estudiante aprende a usar las
palabras de esta manera a lo 1argo del curso con solamente
observar su uso por otras personas. Ihtroducimos las dos,

‘porque la gente usa ambas, y tamblén porque un térmlno para

un numeral que sugiere algunas operaciones indicadas es

muchas veces atil. : .

En -l &€rmino "frase numérica", la palabra numérica

-

" no tiene mucha 1mportanc1a, y S§e usa no tanto para distin-

guir 1la frase de una frase lingiistica como:para distinguirla
de una~ab}erta (con una o més variables), ‘que ‘se estudiaré

' més adelante. e e

N

En esta etapa, se quiere‘que la palabra "operacioneS"'
suglera las Operaciones fundamentales de la aritmética ‘ \
(multipllcacién, div1816n, suma y resta) En algunos con-

textos puede ser convenlente admitir operac1ones, tales cqmo
extraer la rafz dhadrada, tomar el valor absoluto, etc,

L}

Pdgina 22. Las palabras c1erto y‘Talso para los enunciados’

parecen preferibles a "bien" y "malo" o "correcto" e .
“incorrecto", debido a que las dltimas tienen impllcaClanes
‘morales para muchas Rersonas. No hay' nada, ilegal inmoral,
o "mal" en el sentido usual de la palabra cuando mos refe-
rimos a un enunciado falso. Se debe estimular al estudiante

a emplear soladzhte "ecierto" y "falso" en este cohtexto.

Hemos estado haciendo dos tipOS de cosas con nuestros oo

enunc1ados: hablamos acerca de- enunciados, y usamos enun-

ciados. Cuando escribimos \
"3+ 5 = 8" es un enunciado cierto;’



[ —

N

hablamos acerca de nuestro. 1enguaje, cuando, en el curso
de una serle de etapas, escribimos ‘
” ; 3+ 5= 8, .
: N ) 5 . ‘
usamos nuestro lenguaje. Cuando hablamos acerca del lenguaje,

podemos hablar de un enunciado falso, si 1o creemos util.

‘"Asi, pues, es completamente correcto decir " ‘ ~

"3+ 5= 10" es un enunciado falso;
pero esté muy lejos de ser correcto el uso del enunc1ado -
L W o \
3 S 3 + 5 =10 >

.en el curso de una'demostrac16n. Cuando realmente usamos

_el lenguaje,’ los enunclados falsos no tienen 1ugar' cuando

hablamos acerca de nuestro lenguaJe, a menudo son muy dtiles.

-Respuestas al Conjunto de problemas 2-1b; péginas 22-23:

1. (a) -Falso -~ . (g) Cierto, § .
- (b) Cierto (h) ,Falso  + .,
* (¢) Cierto - (i) Cierto . » B @
(d) Falso o (j) Falso
(e) Falso . ‘ .(k) ;Faléo ‘ *‘?’ \
(f) Cierto, o .‘ . R

Obsérvese que Tas partes (b) y (c) apuntan a
la Propledad distributiva y la parte (g) a'la pro-

pledad conmutatlva para la multiplicac16n, las

cuales se consideran -en la pr6x1ma seccidn.

»

2. (a) 13 : (d) 4 ‘
.. ' (b), 58 (e) 16 : .
(e) 32 N ¢ 1 T -

¢ 5 . f .

3¢ (a) (3x6)+3 |

T (b) (2°5) + (6°2); & (2:5) + 6-2; 625+(5m
(e) (2x3) +A4 x3); 6 (2 x 3) + 4 x 3; ¢

__ 2x3+ (4 \ ]7{5 e

3)
(d4) (3 x8) - y' _ o '
8 - ~ \.



Y

4, (a) 10-(7-3) =6 g .
- (®)"3+(5+7) g36 ° CTo T s
~“c)‘ (3+5) + 7 > 22\\4 . ; A o |
(a) 3+(5-14) =3 e
« (&) (38) =4 =-m1
{£) (3><5)+(2><1!)=23 i
(8) 3x(5+2)x4=84 ST
~(n) (3x5+2)xh-68 or((3x5)+2)x#=68‘
(1) 3x(5-2) x4 =236 |
(3) (3x5)-(2x4) =7 | ‘ c
(k)" (3)(5-2))(#:52,‘,01'((3)(5)-2)x4n52— g
Q) (2x3-9 x9=5 or((lexg)-g)x,s-ﬂ“,?
. (m) .(12x§)-(§x9)=-3 | . |
- &(n) 12'% (-é--%-) X9 =18
(0). (3 +-3)(6 +1) = 49
(p) 3+ M6+ 1) = 31 ’
(@) (3+ME+1=43 - ~ .
(r) (3+246) +1=28; or 3+ (4°6+1)=28 ,
Zji. ‘Algunas propiedédes de la suma'y la multiplicacién‘ )

propiedades fundamentales de la suma y *de la multiplicaciﬁn

para nimeros particulares Llegamos hasta-redactar un enun-

- clado lingiifstico generai de las propiedades, pero éstas no

. deben enunciarse ‘todavia utilizando variables.

En estg

momento, no necesitamos estos enunciados, y preferimos

2-4.

ciativa de la‘ suma, ‘tal.vez el maestro quiera escribir en la
. \“ . e

" Es importante recalcar aqui el concepto de modelo y o«
para_ello, cuando se esfpudie,’ por ejemplo, la propiedad aso-

. introducir las vifiables de un modo diferente en 1a seccidn '

El objetivo de esta y la préxima seccidn es ‘examinar las .



i 1

. pizarra algo asi:

(primer nﬁmero + segundo numero)-+ tercer \némero = .
primer nﬁmero'+ (segundo nﬁmero + tercer nimero) .

s

El uso. de 1as propiedades de la suma y: de la multiplica-~
cién como una ayuda para efectuar los célculos en ciertos
tipos de- problemas aritméticos es a la vez interesante e ;
\importante, perp no constituye el asunto princiPal de estas

‘~propiedades. *EstaS\jﬁgariﬁ un papel hés‘fundamental en este
- curso, Yy cdnstltuyen la base sobre la cual esté construida
\ toda el élgebra.‘f * ‘

-Volveremos a estas propiedades en el Capitulo 3, donde :
se darén enunciados generales con variables. Las estudlamoé"
aqui, no sélo como una parte del "método espiral",’ sino
porque necesitamos la pr0piedad distributiva para introduclr
el concepto de varlable. R

“Péginas 24-25', (1 2 + 1 8) + 2.6 conduce a una segunda ‘suma-
més fhcil: _ ‘ _

g . - 3.0+ 2.6 " R

" Cuando se efedtuaron las Operaclones 5+3 y 3+5enla

-

recta numérica, vimos que ambos procedlmientos terminaban en

el mismo purito de la recta numérica.’ Luego, 5+3 y'3+5

son nombres para la misma coordenada, y numerales para el

mismo nﬁmé}o. En el Capitulo 1 quizés el maestro prefirié

considerar 5 + 3 partiendo de 5y moviéndose 3 unidades hacia

1a der??ha. Fsbj punto de vista es también correcto.
”?Respﬁesfas al C

.

junto de problemas 2-2a; pdgina 26:

‘Uno de 1os prop631tos de este conjunto de problemas

.es ayudar a los estudiantes a acostumbrarse a descubrir
réipidamente las combinaciones de sumas. 1ndlcadas que

faciliten los cdleculos. Un pr0pésito mas inmedlato es
ayudar al estudiante a darse cuenta de que estas mani- .
pulaciones, que para ellos puedep ser obvias, estén

kY
*

w . \

-
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*

T ..  basadas en‘las ptopledades asaciatfva‘y conmutativa*de"www*ﬂ—
- “la suma. ‘ ‘

LY [N : -

) - En estos. problemas no se pregunta sobre 1as prople-
dades empleadas en el paso de una etapa a otra. Con:

e

. / frecuenc1a esto resulta tedloSO, partlcularmente en las
* \ ultlmas etapas "del célculo. No insistimos en que se
“haga esto ahora, pues en eSta etapa nos. interesa nis
;» .~ que el estudiante reconozca la utilidad de las propledades
. . Yyho que pueda seguir un proceso de razonamiento rlguroso
| : 'desde el principio hasta el final del cdlculo. R
En varlas partes de este problema hay variaciones .
» ‘ eh cuantd a "la manera mds sencilla" de efectuar las ‘
sumas. . Layzgﬁﬁhraclén de algunas de ellas en la clase
E debe ser de ayuda para 1ograr el ~propbsito de la pregunta.
s 1. (a) El estudlante puéde exyresar su respuesta
asf: "Sumamos el 6 y e& 4 para ‘obtener 10, y
. o . : 1uego 10 y 8 para obtener 18". Este cdlculo’
‘ se puede desarrollar paso’ por paso de varias
\ “* maneras,’ por ejemplo: '
i v T . : =
B 6+ (8+14) L B+ (84
=6+ (4+8) | £ (8+14) +6
- T=,(6 +.4) 478 ) « =84+ (4 46)
=10+8 " - =84+ 10
- =18 ° @ o ‘= 18
- (b) i%'+§§4-]f+ %-+<% .
‘ . n(%+§)+(-§+\%)+1 )
‘ = 2+ 1+1 .
) \ 24 (1 + 1) C . )
=2+ 2 : . *
= 4 )




W

\ +\5%F;
ok euges
57.+13)+
20 + 6 » S e s

=26 ‘ | ‘ ‘

) 7t % En gsté\CQSO no hay una manera "més

-

~~

a
A=

w
+

.

M

u-

w

‘ sencilla". Ninguna~de\1as dos propiedades .

A ‘ o - sirve de ayuda’ para efectuar el célculo, aunque

o | varias de las propiedades. que estudiaremos més
adelante, especialmente la propledad distrlbu- e

: o tiva, 1ntervienen técltamente en los’ célculos

. del. estudiante. . L ‘ N
341-3 0 - . o

4 3 |12 PO

L@ %;sg;s;?; IR
'\ =25+7 +6+33-"‘ o .
=(2§+7g)+6+3§ | ‘ .

=1o+6+3§- | \ \ n

16 + 3%
=(0+6)+3& - - =18¢ 2

r) .
&)
- 3

Oy
oo S

¥
[¢3) He aqui otro .caso en el cual ninguna de las dos
.10 & 68

\ ) PrOPiEdades fac1lita los célculos. ?;-+ T = 75

T % (® (1.8 + 2.1) + (1.6 + .9) + 1. 2
| = 1.2+ (1.8 +2.1) + (.9'+1.6) °
=(2.2+1.8) + (2.1 + .9) + 1.6
T =3.0+3.0+16

‘= (3.0 + 3.0) +1.6_,
= 6.0 + 1.6§ ‘ .

= 7.6 . t




. n | * \ : AN X s _ ’
\ M -(8+7)+4+(3+6) |
Vg ‘Q - (8 +7) + (3-!- 6) +4 ;‘
S T e (e s (6 )
e oL, ==8+10+ 0 \ "Q\
LI ST T ==8+ (20 + 19) ;
ST o 0 =842 . .
- e
. ) ) - T ) Co : . .
2, ‘}79'milimetros ‘ v o y;
A Aunque es muy f&cil contestar esta pregunta,
oy el que la respuesta sea “sI" depende de dos pro~ °
\ . _ piedades estudiadas en esta secciﬁn que dicen al
> - \“: estudiante que.los*nimeros se pueden sumar en
‘ cualquler orden. Asf, = A
e 32+71+76=76+71+32. ‘
gina 27 " Es més, fécil calcular 1a frase (& % 1. 5) x 3, N
C~ ‘porque la primera multiplicacidn da un nimero entero, 10<fdh1 ;
.\\ simpiifica la siguiente etapa. S o ;f ’l;j
o .~ . La palabra "seguidos" en la linea 1 de 1la pigina/ﬁa es *
. \una que nog: interesaria que el estudiante aprendiera. Sk “;“‘
‘ - Otro intercambio seria conmutar 7 x4 a 4 x7 en la; -
T frase de la derecha, que ‘entonces apareceria comd‘!(h.x n.
Ahora el ejemplo esté en la forma o ,‘ .
L (7x‘3)x4=AX‘§4x7).
- Aplicando 1a‘pr@piedad asocilativa, tenemos ;»f B T ‘;)
. T 7 % Q% x &) = G— x &) x7 ‘ o
s T \..‘a. | . x 3 = 3 x1
. Apllcando la propiedad conmutatlva otra vez, tenemos o
: : . Y
L L 1R%3=1x3
& a'\ii r b
‘ " ~. ‘ - >
| . - o » .
, . Q ‘
- L) ’ "a \
* » * \ *
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Respuestas al Conjunto de problemgg ’Z-Zb' pégina 28

Tli—_._.“_ ——

1. EIL prﬂpdsito de este problema en: relacidn gon.a.as

. propiedades de’ la" multiplicacién es el mismo: que el
" del problema 1 del Conjunto de pr?blemas 2-23 en.”
. relaciém con 1as propiedades de la' sum&" :

(a) AxTxes .,

SIIXESX?

= (4 x25) X T
’ .=m 100, % T
.. = TOO

Fl-sx (26 % 5) 5)
--5 x (5 x‘2.6)

x (an 5)

(26 X 5) x»
y 13

%5 x (5 X'E)

o ] X 26 ’
. =26
(¢) '713 +

. ,.=73+
.~\v-»(73+27)+62

=100-h62:

= 162

deben olvidar Yas: pnopied‘ades de la suma ‘aun cuando
el centro de la ateucién esté en las propiedades de’

1a mult::.plicacién .

K3

(3 x ¥) x (7 x 25)

= 3 x (4 x (7 x 25)

T =3 X ({7 %' 25) % ),
"hsx('rx(asxll))

=3 x (7 x 200)
(3‘>< 7) X 100
21 x 100
‘= 2100

Y



Probablemente el estudiante daré la

respuesta. 'WWultipllcamos 25\pdr 4 que da 100
“luego multiplicamns 3 por 7 que: da 21; flnal—

. mente multiplicamos 100 por 21 para obtener 21.80". -

‘He aqut unséjercicio en ‘el cual no hay 'una

. manera*mésvféei&n-esﬁdecir*—no~hay“qu 1

\ ;\\'a

» /

J ‘-’ﬁ\ )

a

‘.

3

(‘f)'f 1 S oy L :
X 3*% o e R

‘yeagrupar.’
12 X 14 = 168

| g o o ) ‘ a
- ‘r N AR
£ : ‘

\

>

=% X 1000

NN ) N N N
= 3 . . . .

Preferimos esta manera “de ef ctuar los .
célculos sélo porque se trabaja con nﬁmeros

) .

N ) ,#’Eg'un solo digito has®a que se llega a la .
(&) 6xBx125 ‘ ,

="6 X (8~X 125) Ca .

LY
- ’ A

- = 6000 ‘ . e o

(m)" uaﬁxsst EERE

»

. = 5 5x 8'% 1.25 . , ‘ .
= 5.5 X {8 x 1.25) S ‘
"= 5.5x 10 o .
= 55 . |

(1) (2x5) x1.97 .

!

»

Cw

= 10 X197 e |
p=19.T oo

Obsérvese que en este caso es meJor
trabajar panxiendojge ‘la forma origlnal del -

roblema. o : -



‘}2. o ES'més fﬁcil calcular la prlmera forma de cada
. " una de 1as*partes del problema, porque contiene la .

"

repgticidn de un producto parcial "Asi, pues, los -
productos parciales repetidos se pueden copiar de~

. los ya escritos. - % L - L

R

glna 31 » Rl prnpdsito de estos ejercicios, en los casos .

en que los enunciados son ciertos, es que el estudiante se dé

\\cuenta de la veracidad de. los mlstS no porque se puedan
".reduc1r los dos miembros al mismo nOmbre corriente, sino
porque el enunciado es un eJemple de un modelo valido. - Tal
. vez sea negfsario recordarle esto a los estudi\antes.~ Por
egemplo, en el ejercicio 1(b), la mejor respuesta que el
'estudiante puede dar serfa: "Sé qpe 15 = 7 + 8, y ademds el
'enmnc1ado sigue el modelo de Lapropiedad dlstributfva Pmr
1o tanto,el énunciado es cierto", Si se trabaja de'la manera
que se muestra a “continuacidn, también se obtiene el mismo
‘resultado. El propéSsito de los enunciados falsos es identi-
\ficar los errores que puedan cometer los estudlantes al .
escribir lncorrectamente la propledad dlstributlva, (d), o
debido al mal uso de 1a notac16n de las fracciones mixtas,
(£). | | T
Respuesias al Conjunto de\problémas 2~ 3a; pégina 31:

1. (a) .2 x b+ 5x4=7x4

. - -(2+5)4 . \
= (7)(ﬁ) o T - Cierto
. S . R L\




\:ﬁi
B .

\

\'“(c)s
- 25(40) - +-25(3)-=-25(40) +-25. {3)—cterto
3(2) + 6(3) = 9(6) - \
3(2) + 3(6) = 9(6‘) - ®

?

las pal
tiva de la mmltiplicacién,con resgecto a la suma"; sin

embargo, podrédn servir de referencia cuando los estudiantes
<11even a cabo manipulacione® incorrectas. No es necesario Mi
que el estudiante cnmprenda el signlficado 1nmediatamente

®) o
‘(T+8)g‘ ) . . ’ :»f:‘

X

= (15)2 ‘ . - ‘Clerto . _‘é

(@

(e)

(£)

() 3(zy5) + 31.5) = 3(2.5 + 1.5)

N

38L=9(6) s

~15x2-7x2+8x2‘ l

25(40 + 3) = 25(40) + 25(30

3(2 + 6) = 9(6)

24 = 54 ; T \ Falso;§

13019 + 1) ='13(29) + 18()) o

13(19) + 13(1) = 13(19) + 13(1) Clerto |
R I
1\+§=% +2-,,- o Gerro®

" Este problema deberé servir® de repaso del

~ estudio de la multipllcacién indicada y recordar al
:estudiante que el "nﬁmerp'mixto“ 2% no nepresenta

2(—)

AL IN

(g) w2+ P - 12(3) P12

12('3-) + 12(1{) = 12(-3-) + 12(14-_') C;lertc;.)

N
L

3(2.5 +15)=3(25+15) -~ C:ﬁw_-arta~~ v

ke

) R I N

En el resto del curso, no usaremos con mucha frecuencia \‘yv
abras subrayadas en.la expresfgﬂ"propiedad distribu- \
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¥
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~:Enel tercer ejemplo, ‘es mﬁs facil calcular el producto .
indicado. Lo.mismo sucede en los ejercicios a), l(b), 1¢4),

T fi(e) y lzh) de la pégina 3i. La suma indicada facilita los
. célculos en 10s ejercicios 1(c), 1(f) y 1(8) T
P Péginas 32~33. (—-+ r)12 12(— —0 por la propiedad
conmutativa de la multiplicacién. \

: El. anélisis detallado de .
B S o—-+ )12 (% )12 + c—)12

. -es realmente, entre otras cosas, una preparacién para las
. demostraciones que estudiaremos mis adelante en el curso.

No nos conformamos con s6lo cotejar la veracidad de este
enunciado mediante operaciones aritméticas; averiguamos
“también que este enunciado es cierto utilizando un argumento
»tomado de- una corta serie de enunciados»que ya sabemos’ ciertos
‘de antemano. Por ahora, no es necesario hacer hincapié en
- este deéarrollo;\ Es el primero de los muchos que ‘estudia-
remos. T : ST o ~
\ Para enunciar 1a 1ey se sugiere el siguxente modelo: ‘
~ Dados. tres nﬁmeros, el producto delprimeroy'el segundo més\
el producto ‘del tercero m el segundo es igual a1 producto
thenido cuando la suma del primerd’y el tercero se mnlti-
: plica por el segundo. : N

Respuestas al Con junto de problemas 2-3b3 péginas 33- 35

O (a). 12(3 + 4) = 12(3) + 1ﬁiu)}‘ ~' e
(b} 3(5) +3(7) = 3(5+7) | :
(e¢) (2.5 + 4. 5)“ = (2. 5)4 + (4.5)4

. (a) mﬁ)+m()-@w+3)
e} \7(17) * 6(17) = 13(17)
Yo(e) (3 +11)2=3(2) +11(2) . | .

Este enunciado es ciertq, no importa los
ntimeros utilizados, Esto prepara el camino paré

2 el enunciado preciso de la propiedaﬂ~distribut1va

A N o N ) ) ~

L%
.



N \“
. s N s N ) .
u; N H:‘ N \\ (f)

o N -]

5('5 3;) = 5(3_5‘) + 6('3')

=9 + 4
= 13

0.71(0 8) +o0. 2( .71) =0 710.8) +0. 71(0 2)

‘0 >

H

L

N N
»

=0.710.8 +0.2)
=0.71(1.0)
=0.71

< (h) 3(2 + T + 6 + 5) :"'3(2) + 3(7) + 3(6) + 3(5)

= 3(20) -
= 60 -
a\\ b ;
- 6”)"

e N L . en el \‘151;8}:1,111‘0% éap:[t;u‘lo, Por ahora, no se deben B
i utilizar variables al presenthr este anéilis:.s a 1os
X ; estudiantes. ‘ : \
o (a) P ronP =G H
A * - Comemn,
T . . N . \ ' =27  ,~ o L,
S () (1@) +$12) = (F+ P12 | .
: : = 4 + 3 - ) 3
"‘ ‘\ . = T N - ‘ T
B ‘ * (e) (.36 + .14) 6 = .36(.6) + .24(.6) -
. L8 . e - -
3 RN .= (.50).6 ¢ o
. & = .30 L -
{a) 12(5 + 5) = 12(5) + 12(5)
| = 12(le)—<"
) =120 ' ° ~
. ' - e) §2 3+ 4.6) + 7. 7 = (2 3+ 7. 7) + 4, 6\“'
. ) v - 10 + 4.6
‘ - lll 6"

kY



3.

El érea del triéngulo ACD es igual al 4rea-del.
tridngulo EFI més el drea del trisdngulo FGH. Apren—
dimos que el nimero de unidades cuadradas del drea

de un triéngulo es lgual a la mitad del prgducto del.

s

dades de la altura. Los tres tridngulos de. la -
figura tienen la misma altura, Zi ‘
- Area del triédngulo ACDQ='§(4)(2) B .

Area del triéngulo EFI ‘= l(3)(2) |

Area del triéngulo FGH = (1}12):
1uxnf wxm+1uxn .

se convierte en e : B

nimero de unidades de la base por ‘el nﬁmero de unl-\‘“

\\-5(2)(4) =~1(2)(3) + %123(1) (propiedad conmutati§a‘ \-

- r—— Ny

1axm-~ux3+n

de 1a;mu1‘l\:\ip1icac16n)~

' . De este enunciado se deduce que si dos trlﬁngulos

4.

I

’wﬂw

tienen alturas iguales,\sus respectivas 4reas
dependen de sus bases.

3+ 81 +7)

G B gepr
. é(% §)18
= 75(18) +-§(18)
| =9§12

\

B \gzlicahdo la propiedad distributiva dos veces, el

tudiante puede‘g}imlnar sumas inconvenientes.

Este problema no debe omltlrge, pues es una prepa»
ryacidn, importante para el estudio.de la propiedad
distributiva en el proéximo capitulo.

61

(propiedad distributiﬁa)‘



S (a) 8(3 3) N (§+3)7 8(; 2 +7(-5 3

F S —— 8 -1-“3)(-5 + 3) L
| e ~~\==:15(3 B E |
S }g‘f‘,=-15(3)+15<3-)
. EEEE | a9+ 10 .

o g | | o
I ) 13+ % -;;) + 5(2 ¥ -;;) = 7((-5 -5) * 1,;)+ 5(2+ -4-)
, R ’(7"'*5)(‘2"'1{) - :
o ~[:' “   »%=m@+ﬁ |

- : . =10+ 9

~

\‘\ - 19 |
%"' %‘) = 5((§ 3') + '5> + 7('5 '3')
= 5(§ '3') + 5('5) + 7(‘5 3‘)

| | - 5(§ -3-) + 7(-§ 3-) + 5('5)
| . . ‘ = (54 T) ('5 3‘) + 5('-)
' ~ o ‘ =12(-§-+3)+1\“‘/(
| ‘. o | e - 12(%) ,,.112(%-) + 1

, . =6 + ll& 1l
e e ' . . o ‘ S (6 + l}.) + 1
R i N . N to. = 11

%

Tel " ‘ . ’\,—”‘



Q‘\\

(n) 3('5) + = 3(3} + 2(‘5)

- 21 : \
A 2 Wmn 21 | e ey
(c) 3(3 +. 8)10 - (-g)(l())(s + 8) .
. ‘ =’ 2(3 + 8)
R -

(a) A7) + 3(21) = 3(7 + 1)+

- 3(18)
(e) 3(7) +.3(2) = 3(7 +2)
=27
(f) 3(7) +6=21+6
= 27 \

»

>

x@]wn+ua=ﬂn+éw)

= 7(4 + &
\,70 A

. =53

3(17 + n)
. 63

(3) 6(19) +/19 = (6 + 1)19
=133

(1) 37 + 1))~ 3027) + 3(4)

(k) “(1§‘~+';b) x4 x %< (104 2) x(hxd

?f; \ =12 x 2
= =28
(L0 +2) x4 12 x4
(1) ,. - ~ B : = ‘ ) {
‘48 .
-
“‘ ;:.21].
. \

83

S~



, . R Los problemas 6(a), 6(b) y G(g) constituyen

=  una preparac16n muy especial para el estudio dg¢ la
'\seccién 2-4, por lo cual no deben letlrSE.

Péglnas 35-40. El objetivo de esta seccién es familiarizar\

b : - al estudiante con el significado de 1a palabra Variable.
oy  Aqui, insistimos ‘en que se condidere a “n" 0o a gx sy 0a-

cualquier letra que se use como varlable, como el nombre de
»  ° un nimero definido, aunque mo tengamos mucha informacién
‘acerca de~dichq nimero. En algunos‘Casos; como en el ejer-
o . cicio del texto, el nimero puede eStar no‘espééificado,
\*‘\ - porque lo que es cierto para él también 19 es para todo
a mimero de un conjunto dado. Esto sucede en todos los casos'
en que nos qi.nteres,a pr1nc1pa1mente el modelo o la forma de
un problema, mis bien que el resultado. EnQOtros\casos,
el nimero puede no estar»espec1f1cado, degbido a que al
principio no sabemos\cﬁél es el nimero én\sggsﬁién, pero se‘\
averiguard mds tarde. Las variables segin se utllizan en

este contexto se llaman frecuentemenge "i

ncdgnltas De
o ~ -todos modos, hay que tratar de evitar que se interprete el
concepto de varlable como algo que varfa sobre, Jun conjunto

de ntmeros. o \ " . '

El conjunto de nimeros que 1nc1uye todos los valores de
una variable se llama el “domlnio 0 a veces, el "camp de ;
*variabilidad", dependiendo mayo}mentq del punto de vista desde‘
el cual se consideren 1a.variab1e\y su cbnjuntg. Hay puntos

N \~\de vista que justifican el escoger uno u otro de los dos
. términos, Para muchos maestros la conexidén més natural entre
una varlable y su conjunto de valores es con51derar la

- variable como la varlable "independiente" en una relacidn -
func1ona1, por lo tanto, para nombrar el conjunto se les
ocurre mis ficilmente el término "dominio". * Sin embar go, se
debe r§ca1car que no es necesario cons@deraF la variable como
la varlable independiente" en una relacién funcional, sino
que, en: efecto, puede con51derarse también como varlable
"dependiente" ‘




-en escrlbir 3(17) + 12 = 3(17 + 4) en lugar de

B N T . N g RN

a N 3.7 ~ N " ,‘
- 3'7 + 3. LN N
.2{3‘7 + 3} * ) ‘ »
2(3e7 + 3 ' ‘ .
a N ‘ W N \ N

La ﬁltlma frase es un numeral ‘para 4. \
Pigina 36. E1’ estudiahte puede preguntarse porqué ins:.stlmos

~3(17) + 12 = 51 + 12 = 63. Desde luego, cualquier método da~
el mismo resultado.; Sin. embargo, el primero nos pone en dig-
p031916n de efectuar los célculos que siguen més adelante ‘
utilizando la 1etra " en 1ugar de "17".  Quizds qued‘;én
satisfechos casi . .todos los estudiantes Jue planteen la i,‘ o
cuestién si se les indica que el primer método pone de mani-~
fiesto la estructura, mlentras que el segundo método tlende a
ocultarla. . - \ L o :

No habria cambio 81gn1f&cat1vo alguno en el tratamlento \
del ejercicio si hubiéramos dec1dido usar alguna otra letra ’

\distinta de. n para indicar el nﬁmero elegido enS$ R i :

R )

Para introduc1r el concepto de. variable a 1os estpdiantes,

N

algunos maestros consideran provechoso organlzar en 1a~c1ase

un juego. con mimeros, ademids de utlllzar el material presen- R
tado en el texto. Se les puede estimular“ oralmente con

algunos juegos.'para escoger un nlmero" que ellos no puedan .
manejar con medios puramente arltmétlcos, después’ de. parti~ \ v
c1par en esos juegos apreciarén f§c1lmente el uso de una ‘
variable. Otro método que ha dado buenos resultados es
organizar el juego utilizando la plzarra.

E]emplo{\ "Escoge un nﬁmero de algun conjunto s, como,
por eJemplo, el conJunto de todos 1os nimeros cardlnqles ‘
entre 1 y 30, stmale 3, multlpllca Por 2, y tresta el duplo
del numero escogido"”,

»
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Dlstintos alumnos pueden ir a la pizarra, ensayar .con
nﬁmeros diferentes y siempre obtener el resultado 6. A otros

‘\ se les puede pedir que deJen los numerales indicados, otros

pueden usar’ la palabra "nimexro" en 1ugar de un numeral .- LA

. particular, y ‘adn otros pueden utilizar una variable como

"n" o "x" aesde el principio. "La pizarra puede apareter asi'\

N

& 5 *nﬁme.ro o . n
7 . 5+3. " ndmero + 3 - s *a+3
%, 2(5+ 3) . 2(ndmero + 3) - 2(n+3)

L 614 25+ 6 ', 2(atmero)+ 6 . 22n+ 6
6 - 25 + 6 ,~ 25" 2(ndmero) + 6 - 2(nuthero) 2n + 6 ~ 211
66 6 - *6\’\“~ 6

»
Y
»‘:

En este ejemplo se utlliza la propledad dlstributiva, que los
estudiantes Y8 han visto, pero tamblén se utiliza la propiedad

asoc1axiva con una resta, lo cual no han visto. Sin embargo,

las operaclones con nﬁmeros son bastante sencillas, y, por lo
tanto, no tendrén difichltades con "2n - 2 ', Ciertamente,

no es necesario pred%@ﬁarse por ello. Si por alguna razén

 hay alguna probabilidad”de que la resta cause dificulgades,‘

siempre se podré preséntaf el juego con un ejemplo como el del

texto, .en el cual no interviené 1a resta.:

" Respuestas al Conjunto de problemas 2-4; péginas 38~ 40:

1. 2(t + 3)
2. —-"7‘“"§5 o :

>

3. Las dos formas son correctas. La segunda se obtiene de

la primera mediante la aplicacidn de la prppiedad aso-
ciativa de la multlpllcacién. 7

45"Ay

3
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5. Ninguna de las fo;mas es correcta. Las formas correctas
son 2(a+ b) y 2 2b. e

e m T wle

.‘(blg L o gy 13 | |

(e)er a0 T I

o (e).. 5 * iJ) ‘10 |
7. (a) %c +32 = 2(85) + 32 iy . SN

L = . 185 - | B
- (b) h(a + b) 4(3 + Q)_ S

= 2(8) S
. =16 T

(c) p(l + rt) = 500(3 + O. 04(39 o

L = 500(1 + .12) ° .
.+ =500+ 60

L =y 2 odee s L
i ‘ (e),fmm. 1@(10)(6) _— S o , R

. = 1080° T

8. (a) (.?ta + %‘o) - 2¢c (33 + ll'sg) -\\2"4 g ‘.a.‘

Y S = 3 .
- (b) .(68. - ll'b) + i (6 3 - 2."2) +j'l\|'

10 + 20 « .

n‘ 6




(d)

( 1. 5(3) + 3. 7(2)\ - 2. 1(!;) _(ug ";M» - 8.4 ‘ ; B
- l . ‘ E f - 11.2 - \SQ';_‘_“' : L .

¥y

> . 9. A continuacién se da una lista de\alg&saS‘de las ideas - R
¥ importantes de este capitulg en el orden egygye han ido‘ S

. apareclendo en el mismO‘ St -
++ Seccién.2-1 |

»
-

o

\n

R

Los numerales son nombres de” los~numeros y se dis-

tinguen de 103 nﬁmeros mismos.

La presenc1a de un signo de igualdad entre dos
numerales indica que los numerales representan el

"mismo nimero. oo

Para evitar toda duda en cuanto al 81gnificado de un

‘numeral, convenimps en qug cuando nogse indique otra

cosa, se efectua primero la operacidn de multiplica—-~
c16n!y 1uego las operaciones de suma y resta,.en las® -~

expresiones en que intervengan dlchas operac1ones. ¢

Se pueden utilizar parénte31s pa;a encerrar aquellas'®
partes#de una expresién que han de tomarse como un

a

numeral ‘ . . ~ RS

Una frase numérica es un numeral‘dado mediante una
expresién que comprende otros numerales, asf como = * . =

- B ]

también signos de operaciones.
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. . 6. Las Frases numéricas se pueden combinar para formar
enunciados huméricos, cada uno de los cuales puede

A

- ser cierto O.falso, pero no ambas cosas. -
s I Secc16n2-2 ST S

7.- Una propiedad de'una operacidn s ! ‘algo que esa
‘ operacidn posee", ‘es decir, una de sus caracteris- \
e ‘ ticas. - : \ o, Do ‘

- 8. Una operac16n blnaria es una que siempre se efectﬁa
con dos numeros. La suma es un ejemplo de una

Ca * N » . o,

\operacmdn binaria.

T . -9, la propmedai aspciativa de la suma.
SR “lb: La prop\edad conmutativa de la’ suma. - C
N "~ 11. La propiedad asociativa de 1a multipllcacién. SN
iii2=’ La propledad conmutativa de 1a multiplicacién.
Secci6n 2-3 o T - b

13. La prop;edad distrlbutiva (de la mult1p11cac16n con |
.- respecto .a *la suma). ‘ ~ \
, jﬂﬁa%ﬁ. La propledadwdlstrlbutlva tiene una forma alterna-

- tiva que senllustra asi 2(3 + 4) = 2(3) +
- (3 +4)2 =(3)2 + (4)2

. . \\_ Secc16n 2-4 o ‘
" 15, Una Variable es un numeral que representa un Y méro
v R deflnido pero no especificado, de un conjunto dado
> de numeros admisibles.
’ 16. Todo nimero que una variable dada puede representar
A . se 11ama un valor de la arlabie. Y

Ky

17.2 Llamamos dOmlnlD o ‘campo de vatiabilidad de una N L3

I variable al conjunto de valores de 1la mlsma.
A ] F
\ . : . *

» !
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+ Gapftulo 2

o Sugerencias para exémehes

Colnca paréntesis en’ cada una de las siguientes expre-

(a) 5x4+3 =235
(v} 5x 4 +3 =23
() 5x4+3x6=210" "

3

4;T

]

N

" siones de manera que dbtengas enunciados ciertos:

taj . 5x4+6x6-im
() 5xl4+3x6=238

N D -
‘Determina cudles de los siguientes gnunciados son

»

ciertos~ R .

»

(a) §+§=lf+'8
(v) 5%1\

2

A

»

> W

(o) sc-g E)aa(-,;)w

(d) 8(’§+ )=u+2

™, f.,&

-

Copia -las siguientes frases e indica 1os pasos que~

segulste para hallar el nombre més sencillo ‘de cada uno’

de’ 1os niimeros representqdos

i.f (9.) !5-!-2!-5

N

(a:) 6+12

(e) 8(1+1)

e,

)

(b) 8!” +# 32

LCuéles de los numerales que siguen son nombres para 67

‘~ (c) 1'?}1;]-)4-15

(d) l+(3-3)

Bﬁ N

Escribe otros tres nombres para el nimerv 7.

L1

a

(£) 5x%+3x6=138 -

Muestra 1a manera de calcular el valor de cada una q; las

siguientes frase :

At

L]
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:Utilizando 1os mdembros del conj&nto [2 5, 7] ilustra

cada una“de las siguientes propiudades*
(a) .la propiedad conmutativa de la suma -

{(c) ° la propiedad distributiva

Determina la propiedad ilustrada por cada uno de 1os‘
\ siguientes\enunciados ciertos:

- (Q) B+d2a=T(5+6)
- (e) (3+2)+5=34+(2+5)

0 §(r) -

Muestra la manera de utilizar las propiedades asociativa,

(o)

‘danhutatiﬁh ¥ distrfbutiva\para efectuar cada uno de

los siguientes célculos en la forma mds sencilla posible*

() 65+ (17 + 3-5)+53

)
(e).

(a)

\\ (e)

.10,

.
»o

(a) 3+8 + T=3+7 + 8"
tb) 3(84+7) =24 + 21

(5)(8)(9) = (8)(5M(9)

5% 13 + 6 x 13

X

T + \
34.3(356) + 34.3(644)

X

(3 x 8)(7 x 25)
RS NN

(£) 16(3 T )

-

(g) ’*2‘( 5) + 40 . |
Una manera'de sumar. 24 + 66 es:

b}

>
C \

. ,=-9o

(a) QQué.propledad se utllizé’

(b) “Suma 24 + 66 de la manera indicada a continuac16n

24 + 66 = (20 + 4) + (60+6)

»

244 66 = 24 +(6 + 60) .
‘ = (24 + 6) + 60
= 30 + 60

3

A ] »

-\

. seﬂa}a‘las propiedades utilizadas:
\ ’ L m (etc ) .

‘\

oW

Y

(b) 1la propiedad asociativa de la multiplicaciﬁn "

(G @) (n



=~11;

12.

13.

16.

15."

L] N

Ilustra’la\manera de usaf las propiedades asoéiativa y

\conmntativa para escribir fécilmente los nombres

corrientes de los siguientes numerales*

(a) (5x37) x20 = -
(b) 5% + 17 + 46 N |

@y§+¢+% e

Muestra 1os pasos del proceso para hallar el nombre
corriente de 9(x. §‘3Y) cuandp x es 2, y es 0 ¥z
es 1. ‘ . \ ‘ - ‘

Halla el valor de 3(k ;m?)f' B si ‘k‘ es 5, m es 2y -

p es 7. e \ S ‘ *

. Un cierto nﬁmero n' se multlplica por 5, luego se

aumenta en 5 y el resultado se ﬁuplica LCuél de las

‘siguientes’ expresiones‘descrlbe me jor el -enunciado

‘anterlorV \ ) . S
(a) 2 x 5(n + 5) - (e) 2n(5 +\§)‘ .
(b) "2(5n +5) _ (d) -2(5n + 25)

Redacta instrucciones verbales que se describan mediante.

la ffase g@ﬁll:tii;.

§ 8 |
Un ejerciéio‘comienza asi: "Escoge un nimero del 1 al 10,

inclusive ...". Si la variable en .este problema es n,

(a) dibuja una gréfica déi\dominio de n®

(b) “determinal\cudles de los ‘nimeros siguientes nunca

9 .
podrien tomarse como valores de n: 2, 7> 75T

:

'3)‘ 477'3 .

R

72




. N Caﬁitulo 3 ‘ ‘
~ ENUNCIADOS Y PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES
Este*curso comprende un estudio 51$temét1co de Tos
ndmeros y sus: propiedades. A primera v1sta parece que

 1a aritmética tiene este mismo propﬁslto, y, por eso, N

al 1ntroducir este capitq%o, debemos dlStlﬂgUlr entre la !
aritmética y el dlgebra. La aritmética consiste, prlmarla—
mente, en la aplicac16n més bien mec&nica de un gran

’

nume_éfde reglas para’ calcular correctamente y, en general
se hace muy" poco esfuerzo para entender estas reglas y los.
mimeros a los cuales seAaplican. Por otra parte, en el
idlgebra nos interesa entender cabalmente el porqué los .
numeros\y\las operaciones con ellos se comportan de una |
‘cierta ﬂgnera. Aqui buscamos las propiedades genefales
interesantes de, los nimeros y de las Qperacioqéé‘aritmé—
ticas éoﬁoci@as ya por el estudiante. En pocas palabras,:
nos interesaflo que los matemidticos algunas veces 1laman.
"estructura" del "sisteha? de los nimeros. \Otras pa;\\léibras\~
que ceallevan el mismo significado que ”estructuréﬁ son,
"modelo", "forma" y 'organizacién'. S

- Es 1nevitab1e que muchas de las propledades generales
de los nﬁmeros\y de las operaciones con ellos sean cono-
. cidas por los estudiantes como resultado de su estudio de

la aritmétlca. Sin embargo no se conocen las propleQades

en cuanto a principios explic1tos. "En %1 capftulo anterlor,

tuv1mos el propésito de .que los estudiantes descubrleran

\algunas de estas propledadeS\mediante preguntas y ejemplos. ~

- . . 14

»
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@
‘ En este capitulo, ‘se hace un estudlo ultsyhor d; las
propledades y é&stas se formalizan. Las propledades que~’
\de este modo hemos procurado que el estudiante descubra,
. son las propiedades eonmutativa y asociativa de 1a suma
y la multiplicacién, la propiedad distributiva,.y lo que
llamamos la propiedad aditiva del 0 y la propiedad
multiplicatrva del 1. Hemos incluido también la propiedad
mult1p11cativa del O, aunque ésta se podria deducir de
las otras: propiedades. Mé4s adelante, en los CapItulos\ﬁ 'y 7
.vemos que todas -estas propiedades de las operaciones son
véilidas para todos los\ndmeros reales. Aqui, consideramos
solamente los nimeros reales no negativos. ‘ "

¥ T

\ “El estu\iante, acostumbrado a la afitmética;‘podré :
S éuestionar“gl porqué de todo esto. Confiamos en que el

PR uso de ejercxcios estimulantes pﬁfda evitar esta pregunta,
pero la contestacién auténtica es' importante, y consiste
principalmente en lo que hemos dicho acerca de nuestro

interés en la estructura

Un segundo propésito de este g;pitulo es el desarrollo
de una gran parte de la técnlca para la 51mplificac16n

. de expresiones algebralcas Hacemos esto aqpi porque

uno de los aspectos esenciales de este curso es gque los
mﬁltiples ejercicios necesarlos para lograr destreza

técnica vayan unidos a las ideas de los cuales se deriva

. la validez de las técnicas. Pr#Chicamos las simpMficacio~

nes algebraicas cuando los principios en los cuales se

basan dichas simplificaciones se desarrollan por primera
: muckas otras ocasiones de ahi en adelante.
Ademés, estos principios son prec1samente‘}as propledades
de los nimeros que el estudiante debe descubrir en este
" capitulo. )
» L 3
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Gomo prep&pacidn para formalizar estas propiedades,
prlmeramente enriquecemos nuestro vocabulario. El concepto

de un‘enunciado,\ e estudiamos en el Capftulo 2, se amplia

maneras'lxr\) Aumentamos: la variedad de las rela-

) ciones que nuestros enunciados pueden ‘expresar, para

oy

incluir las inecuaciones: juntamente con las ecuaciones,
(2) &edactamos enpnciados abiertos que cont:.enen variables,
"y para los cga}es es importante la nocién del’ conjunto de
validez. Es nec saria que el -estudiante considere las
ecuaciones N las. inecyaciones como enunciados, como
obgetos del élgebra a los cuales debemos prestar 1a mlsma\
\atenciﬁn iy como tipos de enunciados igualmente 1ntere-
+santes y udtiles, (3) \Con51d?ramos enunciados compuestos

y enunciados simples. .

No todos estos conceptos son de necesidad inmediata
pafa enunciar las propiedades de lés dﬁeraciones con
. nimeros de la aritmética, pero conviene introduc1rlos todas
a la vez. Se empleardn muchas veces en todo el curso.

- Como referencia geheral para el trabago de este

capitulo, el maestro puede leer, Haag, Studieswmin
Mathematics, Volume 1II, Structure of Elementary
Algebra: Capitulo 2? seccidn 2, ‘para el trabajo relacionado

L}

con los enunciados; Capitulo 1, seccién 3 y Capitulo 3,

seccién 2, como base para el estudio de la estructura.
N ‘

Los alumnos que‘ya estudiéron-el capitulo acercd'de
las ecltaciones en el material del SMSG para octavo grado
notarin que nuestro‘Capf!Elo 3 presenté;un enfoque dife-
rente y chsiderablemente mis extenso. Probablemente se
prefﬁ}ra tratar las secciones 3-1 a 3-9 como si los
estudiantes tuvieran poca o nlnguna\experienc1a en el
estudio de los enunc1ados. v \ .

E
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‘E1 empleo de variables en el CapItulo 3 para formular

“las propiedades de la’ suma : Yy la mnltlpllcac16n seré famlllar\

‘\para los que ya han estudlado el materlal del SMSG. ' No

‘ obstante, las aplicaciones de estas propiedades son ‘més

, \\extensas que las estudladas en los grados séptimo y octavo

: y deben llevarse a cabo ‘cuidadosamente. \

. Pigina 41. Log-simbolos R I R A etc;"denotaﬁ
realmente vArbos que expresan una relac16n entre dos
nimeros .
a" no forman una sola palabrg, las llamaremos “formas

in- embargo, como "es mayor que" o "no es igual

verbales .

Respuestas al Conjunto de p%oblemas 3-1; pégiha 41

. 1 1. Falso 6. Falso 11. Cierto
| " 2. Cierto 7. Cierto 12, Falso
. 3. Cierto 8. Falgo . 13. Falso
. 4, Falso 9. Cierto ' 14. Cierto \
‘ | o 5. Cierto \\ 10.  Cierto 15. Falso

Pégina‘ég; Una frase abiérta también es "abierta" en el
e “‘. ‘sentido de'que no pddemos Qeterminai de modo preciso-ﬁﬁé
| ‘ nimero reprQSenta hasqg‘qdé no sepamos justamente qué .
numeros representan las variables.

. Respuestas al Conjunto de problemas 3 2a; péginas 42- 43

1. Cierto cuando x es 6. Falso cuando x es
igual a 5. \ igual a 4 e y es igual °
2. Falso cuando x. es a 3. ~
. igual a 5. . Cierto cuando x es
) 3. Cierto cuando x es ~ igual a 3 e y es igual
igual a 6. . ab. \
4. Falso cuando ‘x es 7. Falso cuando a es-
N igual a 6. T igual a 9 y b es 1gua1
5. Cierto cuando x es a9.
. igual a 3. Fals? cu ndo a*es
» es
Falso cuando x es . igual a ,
igual a &. 8. No sabemos hasta tanto

‘ sepamos el valor de m.

I
&




sl se han hallado o no todos esos valores
- un. valor de x ‘mayor que 8% dard un ndmero mayor que

En;los problemas 7 y 8, es necesario recalcar que- el

valor dado de "a" debe utllizarse en todas las oca51ones

en que aparezca “a“'

églna 43. Se sup0ne que el experimento -con_ el ejemplo
"2x - 11 = 6" sugiera una manera sistemitical"de ensayar

\valores\de la variable que hagan cierto el ﬁnunclado

El método puede sugerir también c6mp‘se podrta decidir
or ejemplo,

2(8~) 11 y un valor menor que 8l dard un ‘mimero menor

2

que 2(8—) - 11. Més adelante, -en el\Capitulo 8, gstudia-

remos las propledades de ordenacién sugeridas aquf.

Respuestas al COnjunto‘gg problemas 3-2b; péglna hé

»

1. 4 6. 14

2. 10 N 7. Ningin ndmero

3. &4 ~‘ 8. Todos los pimeros

4. '%Z : B 9. Todos los ndmeros

5 2 - I 10. Ningﬁn numero \\\

En,los problemas 1 al 6, el estudiante deberé asegu-

rarse 4 que todos los valores de la variable hayan 31do\

determinados mediante un proéedimiento andlogo al que

expusimos anteriormente y con el cual decidimos que [8%]\

es el conjunto de validez de 2x - 11 = 6.

n

Respuestas al Cogjunto de problemas 3-2c; pdgina 44:

® 3. (@ 3 o (e) 7
Com. 2 b (£) 3
) (c) 1y0 \ . (g) ningin valor
. (d) 2 A (h). 0 |
oy

.
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¥

2. 3

3. 1.4

Pégiﬁa 45. Un enunciado abierto qpe comprende una Variable v

tiene un "conjunto de validez" definido como el cangunto
‘de los nidmeros que hacen cierto el enunciado. 'Por ahora,
no nece51tamos introducir un nombre para el cdnjuntO que
hace.falso el enunclgdo.\ La frase "conjunto de soluciones
también se usa para "conjunto de valldez", particularmente
para los enunc1§dos que aparecen en forma de ecuacioneés. ®
Més adelante usaremos “conjunto de soluclones", pero
deseamos que el estudiante emplee la frase- “conJunto de
valldez" lo bastante para entender completamente su signi-
ficado. AR \

Respuestas al. Conlunto de problemas 3-3a; péginas 45~ 46

1. (a) Como 7+ 5 =12 es un enunciado cierto,

5 pertenece al conjunto de validez.' Y
(b) GComo 6 +9 # 11 es un enunciado cierto., (\‘
o 6 pertenece al conjunto de validez.f~ ‘

F RN

"~ (¢) Como -S—)—* L # 3 es un enunC1ado cierto,
\ '~ 3 pertenece al conjunto de validez.
(d) Como 2(3) + 1= 2(3+ 1) es un enunciado
falso, 3 no pertenece.al conjunto de validez
(e):lcomo 3 +-% = 2 es un enunciado falso, 3 no
pertenece al conjunto de validez.
(£f) Como 3(5) = 5 + 2(5) es un enunciado cierto,
a 3 pertenece al conjunto de validez.
- (g) \Como 13) + 2(3) # 3(3 + 2) es un enunciado

falso, 3 no pertenece al conjunto de validez.

3
l(-‘g
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. férmula, por ejemplo la .V =

2.“(3)?‘{“_332;\}‘ S ‘(\e) (0, 23 :
\ \ N * N | \\ S ‘~ : »~
Iy @ el
(e) {1,73-"1 o §) |
Lo w8

53, Esto requiere el an61151s de por 10 menos varios‘

de los enunciados expuestos. Una posibilidad es;

)

P gina 46. Obsérvese que tenemos el cuidado de leer una

1
-3
-de nﬁméros b4 no acerca de unidades cuadradas o unidades ‘

<Bh, como un enunciaduﬁ@cerca

cﬁbicas.\ El usd corriente no es tan prec1so, pero es

\importante, Ror 1o menos al principio, asegurarse de que
el estudiante entienda que las operaciones. suma y multipli-

cacién se aplican a los numeros .y no a 1asi§ulgadas, a las

manzanas, a las rectas, a los segmentos, etc. R

Pégina 47. Cohjunto de problemas 3-3b.  Estos problemas

: R ;
contienen férmulas importantes de aplicaciones que pueden

ser conocidas o no por algunos estudiantes. Sin embargo,

esto no debe produdir dific&ltadeSQ puesto que nuestro

uso de las fSrmulas es independiente de las aplicaciones.

En capitulos posteriores, continuaremos ofreciendo pricticas

con férmulas. -

Respuestas al Conjunto de problemas 3-3b; piginas 47-48:

5 =
1. € =73(86 - 32) 2. i =prt
C = -g-(sz;)\ ' 120 = 1000(0.04)¢
C=30 . '120 = 40t
C es igual a 30.- ~ t.es igual a 3.
7
b \s {' § ?9
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e
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3. pv = PV A A""%(B + b)h

| (15)(600) - 7500) 20 = 3(8 + 84
(15)(5)(120) = T5(V) ¢ 20 =Z(A)(B + 4)
(75)(120) = 75(v) - |20 = 2(8 + ,,) ' .

' \' gé‘;gual a léO, ‘ B es 1gua1 a 6. \ § ? |

Pizina 48. Pronto empezaremos a decir (pégina 55) "gréflca

S,

del enunciado abierto" en vez de lo que es menos cémodo .
‘pero mis preciso; "grafica del conjunto de validez 'del L3
. enunciado abierto" f o “~

‘En el ejemplo (f) no hay que 1nqu1etarse por la

"representacién gréfica“ del conjunto vacfo. EL hacerlo

con ninguna grafica o con una recta aunérica sin puntos
.. marcados es correcto. \
Para mayor convenlencia al hacer p*oblemas que se BN
| lrefleran a la recta numérica,—puede resultar cémodo el
‘dLsponex de var;ps copilas) en hOJaskdistlntas, ‘de rep”esen-
_ftac10nes dg la necta numérlca, para el uso de los estudian~-

tes. Y - ‘ o o
En cualquiera de los conjuntos de problem&s en que se

pide al estudlante determinar el conjunto de validez, trét

* de qua verlfiquu sus resultadoz{para astar segurd dn.qua

‘encontrado todos. lOa ndmeros ghe hacen cierto el enunc1ad .

Regpuebtas al Conjunto de problemas' 3-4 péglnas 48-49:

- ——

Conjunto de\Valldez Gréfica
1.1  — } - ‘ - ‘I
6 2% 4
- ———t -4 t +
) T 2 5 a3
3. P © 1 2 3 4 5
" 4. Todos los ndmeros. 3 \ é\ ‘éf $~ 5

&




o

. N R . . ‘.~ \ > ‘ " " “ ~
L -Conj\untd de Validez ..  Grifica -
? 0 ~ * + —+ - 5 $
‘ ‘ SUH : o 1t _ 2 3 4 5
5 . ﬁm D G sy e € ey o
. B Todo;: los n eros' St v -
excepto 3. \ \ . ‘ : =
2y ————t———t—}
/ [ ) o 1223 4 5
. 8. Todos 10§ NEMEros. = tem——rOmmpmpee >
TRy TS 0: 14 2z 3 4 5
excepto 3. S \
9. B ST Y
‘ 10- { 0 2 ] “ “ . L *ﬁ - ’ ﬂ | ‘F !
- “‘ﬁ .0 l‘ 2 3 4 5
Resguesta&al Conjunto@ﬂ & problemas 3- -53 pdgina 49:
| 1. Falso - ! 7. cierto _
2. Cierto o 8. Falsd \ L.
3. ‘.\Falso - - 9. Cierto o~ ,
4. Cierto - 10. Falso
5. Cierto 11. ¥also
. 6. Cierto 12, Falso .
Respuastas a'l Conlunto de problemas 3 -63 péginas 50-52:
1. (a) La gréfica es la grdfica del conjunto. de
: validez de 2 + x =4,

(b) La gréfica no es la gréflca ‘del conj.mto de
validez de 3x=5, porque 3{(2) = 5 es falso.

\(c) La grifica es la grdfica.del conj\unto‘de
‘valide y = %. ‘

(d) La gréafika no es la ‘grifica del conjunto de
validez de x> 1, norque el conjunto de
validez consiste en todos los nimeros mayores ¥
que 1.. ‘ o

Q 4
) \
-
- £1 ,




:‘

(e) La grﬁfica no es la gréfica del conjunto

‘ por lo tanto,‘ 2 0o debe ser @cluido. o

)
> (i)tﬁAJ +

3
-Q——-l-——h——()——g——

. Yoo B o »
(8) o 1 285 4 (P)éiij_ﬁii

{(a) (3} o
k) g2 >
(c) . %51 -
(a) (o, 1, 2) 4

(e) {0, 1§ 2, 3, 4, 5} *?T'f"’;"!"‘t‘ SR

N

@ (3

} M ) N ‘ . 3 | N : !N 'y % GI‘ L3

} “a LR - [v] L.' 2 3

(¢) 5 y todos los -
nimeros mayores que

J \ \
3 Yy menores que 5.

de validez de 2x> 5, porque 2( ) ;? ‘\also,

LR
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“{: B .. S 63 i

‘ i . . . ‘ | . . . - . ‘ . ) ‘

o vy IR A o=
- L (&) Todos los mimeros ‘ . . - e

. 20 ) 2 34’8 s :

\ mgnores que 3. . .7 T T ‘ ‘ NPT
\:"' T (8?\. » ¥y todos, 1os« - ‘Q'—l-—h—l"'l*"'\—i— :Z@\:\ o '1";:
. mimerosgnayores e c\h°‘.\"§;3—. "" u :f s,

: que 0 y ‘menores = o L
. que 5. . ""' \ S o S T =
En 4 todos los conjuﬁ-tqs- de validez son finitos‘ ' ‘ K
En 5 108 é'on.jmntos de validez de 1os enunciados
en (a) y (b) son.* flnitos* ‘ & T ‘ S
?égina 52. Utilizamos la palabra "cléusula" para denotar ‘ Y
un enungiado que es parte de un enunciado compuesto, \
justamente como en 1a situae&én 1ingh:tstica correspor;dxente. ~
‘. La palabra es convem.ente p‘éro nd: muy importante. “ r‘%**“ -
Respuestas al ConJunto de problemas' 3-7a; péglna 52 ' '
L. Cierfo S 4.~ Cier;:o S |
2 Falso;f .o 5. Falso . ‘ )
‘ »?: Falso . : “6, Cier‘t‘b ;,\ ., ‘ " T
Respuestas al Ct‘mjunto de pro‘blemas 3-7'5 I;ég{nef; 53.& o .
‘1. -C:Lerto‘ ‘ R 4.‘\‘Fa1‘so - \ " .
o2 *‘Cief!:?\ Ce 5. TFalso A :‘ M
3 Falso T L 6. Falsd . g v
Respuestas al Conjunto de 'probi'lem..as’ ‘3-8‘ ; ‘péginas. 35-»5@\}.’\ o U
N s
- .o \‘. ?\

el



A N -y "
St * ~ .
N . . ~ :
N > -
. . PO NN .~ N * : . S - A -~
s . N N . K .
o ea : SR
N - 5 . . . - . .
. N .« -
.. R . . R S .
.. s . NN R . N )
- . »
N A
N
- L4 - .
. - Y .
. - .

e

“‘.~ ‘ \ -1‘ {6'] . .
: ;\\.“~? hw\ 2. Todos 1os nﬁmeros
o I menores que 1&

\ »

R Q,\ ' . o v
O LA S . o ; S o

o . 5. Tedos los nﬁmefos. S =
6‘ 0 l)‘ - = ) ‘\ ‘
A { . S 2 o %
7. (1, 2) - s o e
T 0 1 2 a‘.s L.
8. Todos los nﬁmeros et o -
¥
B A A B A o 2O
oo ‘ mayores que 6. ¢ . s ~
" 9: Todos los nimerds, . .
excepto 0.
s " 10.. Todos los numeros,
. P  excepto .. -

. o1 2y B o S v SR
"~.~‘\‘ . » 12. '[2)‘ N SRR S 3‘ Y i .
.Y '~ 13, Todos-los nﬁhero% e

S o menores que 3. C . R 3

14. Todos 1os numeros N, . .
) S o . 0 1 2 3 . \ \
S . N mendres que 35 CoL - \ . o
- . . * 5 . - - .
S . e 15, (3) L Y+t -
N . . I N - . \ . N ~ .
A ) 3 i ) i . - N \u‘
L 6. {3} - . T 3 T | ‘ N
- e 1 2} . . NN —i_*_.’_,_'__’_ - ) .
» T ’ N N [ . 0 I. 2 3 4 . . SN
- N 3 Y N -
: 18. 1 , '4—~4*—+—44—t—‘ .
: { ] 2 ) 0 12 33 >
* - N - * 3 2 2 3 ' \ =
19. Todos los nimeros. S s s wnrs man o NN \
e s TR N , * _0 1+ 2°3 a4 K -
.\ w ¥ . . l
e ) \ 20, @ R .
» v . . o J . 3 ‘ % - .
- o » - » a N A
N v . . - H .
. . {«3 * - M -
- . "“ N - N
™~
.. - . R )
N * - ° R
‘ # M - N >
% L N c . ’ * v
. - * 8"‘1 . 4 A » .
. . . . D . y N
'a- > . - . N
. . Yoo .
* \ - *
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- pueden darse a los estudiantes 1nstrﬁcciones adicionales, -

| égina 58 Obsérvese que un enunciado abierto que expresa

[ 72

oW ) a * B . b ‘
¥ M N N ~
5 . . . N . R R

3

Pégfn~‘§1. El Ordeh en que se presentan las éecciones 3-10,

>

3-11, y 3-12 puede parecer extraﬁo, con los elementos .
‘neutrales en prlmer término, las propiedades de clausura en
‘ segundo térmlno, y las propiedades asociatfba y conmutativa

~en tercer término. Se escogié este orden, ‘porque para,*

‘enynciar las propiedades del 'l y del 0 se requiere solamente

una variable en cada caso, mientras que para enunciar las *

prOpie ades de clausura se requieren dnﬁ y. para las prOple-

dades asociativas, tres. De-: este modo, 1as .propiedades que

»
son més ficiles de Enunc1ar vienen' primero. S -

upa, de las propiedades fundamentales es cierto para todos .
los valores de las variables.' Tales enunc1ados proporcionan
informaclén de ' estructura" o de "modelo acerca del sis-
tema numérico. T SN - j ’

\ La propiedad multiplicativa "Bel Oano es, cemo las- ",
otras, una propledad fundamenta} del s;;tema de los numeros

‘reales (no apareceria, pd? ejemplo, entre los axiomas de un

cuerpo ordenado), pero puede deduciﬁfe de las. otras propgg

.dades, y se incluye aqui porque ‘deseamos. que el estudlante

.

la utilicen ° v * *

- » Y

Péggna 60 Conjunto de problemas 3-10. 8i se deSéa,

‘algo asi como ésta. Antes de efectuar cdlculos realmente

\
complicados ‘examina da>nuevo el problema‘'y trata de ver

~

si hay ‘alguna ‘maner® nds fécll Nk



‘Respuestas al Conjpnto de problemas 3-10; pégiﬁas 60-61:

. 6. & (3\7 +0.3) -9 fé%(" - 4) I SR

A 3

. & Py -%<3> %«-) B _

“ . "‘ > .
. )

(7+3)(s) * A ‘ C
. @) - o
w0, §42+)¥. R N

46, A 0

= \ S . o

\ 1.\ . ‘_1 ‘2\ . o . \\ ."‘ | | 3
cL Bt E_F4 o ‘ |
ok Zf 5-;?(%%) . R "

v

. . 1* AN N i i . . ) LI T
‘ C_F+A0) S
RO Agg¥0) o

Vo ‘ 10 + 12 I N
ST . S A

. » N . - -
) o :. . \ A
: 22 - | e
¢ . 22— v :
i . .
- ®

.

"(/ﬂ'

v,
.

27 + (152 + 2f) - 18.= 27 + 18 - 18" . TN

= 27 + 0 : o
=2'? T = . S \“~ . J‘)\

= §(0)

= 0




o] iofhe b +19)
RN N ‘. .\= 153(]:.% é+ %) |
- 163(12) T

=_.163. ‘ o a

8. (3‘-3-(2».#17 = (3'—3) :!"1~7’
“ : . =07
w17

5. (6 - 6)(46)(56) - —(12)) = 0(‘“5)(35) (‘7 ‘5‘12)

Ty

10, (- 5)(3)(5280) = (3‘)(3)(5280)

= (1)(5280)- -

a o o= 5280 SRS ~= - b

*11. +(a) 1E1 otro, debe ser cero.

" (b) Por lo menos .uno de los nimeros es 0.

i‘ &\~ (c) ‘La otra propiedad iﬁblicada aqul es 1a

inversa. - ) . e
si ab = o, entonces a es 0 G_E'es 0.
Volvemos a esta propiedad del 0 en el Capitulo 7.

: Pégina 61.~ Las progiedades de clausura del conjunto de los’
nﬁmaros de la aritmética estén implicadas en-el significado."

_de las operaciones de suma y multiplicacidn Al estudiante
debe recoréérsele .una y otra vez que "a + b" es un numeral

.(mds bilen que una “orden para_ efectuar Una operacién aritmé-
tica) y la referenc1a a la propiedad de claysura es una
manera conveniente de recalgar este datalle.

ggina 62 \ Encerramos 'a + b" entre p&réntesis, porque
‘ahora aﬁadimos c a ‘la suma,"y, bor lo tango, ‘deseamos

recalcar que "a + b" e} una suma indicada

.
. °
R : o N *
- - R : ‘ "
'y . ’ {>
> A N . * N N °
[ . - .

»
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3

Lo que hemos hecho es traducir el enunciado linguistlco

de la propiedad asoc1ativa obtenldo en la. secc16n 2-3 al

-

»

»

lenguaje del élgebra. Este es un ejemplo de un tipo de’

problema que se considera més smtematicamente en el.

-

Capitulo 4 Algupos estudiantes encontrarin fécil.obv1ar
el enunciado 1inguistico e ir directamente de los’ eJemplas
numéricgs al enunciado aigebraico de la propledad Esto

pudo- haberse hecho ‘en la secc16n 2- 3 salvo que entonces \
no teniamos varlables, y por ello teniamos que depender de
un enunciado llnguistico. La comparac16n del enunc1ado‘

11ngu£stico con el enunciado a&gebralco mﬁestra*la ventaja‘ .
del ultimo, thnto en claridad como en 51mplic1dad

1

égina 63. Lla propledad asoc1at1v1}de 1a multipllcac16n,

enunciada en el lenguaje del élgebra es:. \
Para tddo nimero " a, todo nimero s ¥ Eodo nimero c,

-7 ) ~~.:* 1 (ab)c = a(bc) : ¥

Pigina 63. \*Al escribir frases en "of'ras’ formas"j nos‘
gustaria utllizar 1a expresldn "forma més senc111a para
descrlbir‘el resultado final. Aunque én la maybr parte de
1os casos es bastantg‘pbv1o cuéndo una forma esvmés sen0111a
que otra, parece s?r virtualmente. 1mp051b1¢ dar una buena
def1n1c16n de 'sencilla". Por lo: tanto nos conformaremos

-con usar la’ expr2516n en s&tuac1ones concretas en las que no

-
-

haya posibilidad de confu316n y no trataramos de dar una f‘;“
definioién general: Ea idea impqrtante aqui ‘es que, - “cuando

utlllzamps las propledades fundamentales para estr;blrvun

A 4

frase en otra formadépés sencilla, més conc1sa, mas ﬁtll
mis f4cil de escribir, mis facll de leér mEJOT para efectuar

el cilculo, etc.),el resultado es una frase que representa el
R : N . o . . .

misme mimero que la. frase dada.
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Pdgina 63 63 La idea\aqui es rebalcar que existen operaciones

A

v &

binarias muy corrientes que no sén ni conmutat1Vas ni asocia~

tivas. (Obsérvese que (12 +6) +2=1, mlentras que *
-~

12 + (6 + 2)v= 4; y (2 %% 3) %% 2 = 64 mlentras que

2 ** (3 *% 2) = 512.) Se ‘considera que ejemplos tales como\‘

-

~ estos son necesarios, puesto que ‘'es bien obvio-que las

9in embargo no se debe emplear mucho tiempo con estos
ejemplos (o con los problemas *6%a *8 del Conjunto de’

{

I problemas 3-12),” porque -no constituyen un fin en si mismos.
L, Péglna 64. Conjunto de problemas 3-12 Los prlmeros dos .
|
1

problemas constltuyen una preparacién para el trabajo. con la
propleaad dlstributlva. En el problema 1, conviene decir
e  'forma nds sencilla" \ '

| Problema 3. Este problemé destaca 1lo” que es ahora-un
Segundo modo de considerar los cbnjuntos de validez de .
enunciados’ abiertos. Al princlplo del’ capitulo conJetu-
ramos\tales conjuntos de validéz; ahéra vemos que para .
cigrtas clases de enunciados su verdad para todos los '
valoﬁfs de las variables comprendldas es una consecuencla
de las propledades fundamentales de las operac1ones

Respuestas al Cohjunto de problemas 3- 12 pdginas 64~66

1. ‘(a) Qq?g L (a) Zabe
(v) 151) q . (e). io0ap
(c) 6n°m " © (f) 36x
LN 6 6mn> " ' )
g . ( ) K ?
v 2. (Aqui sugerlmos tres formas para cada uno.: Sin 7
‘ embargo,ihabré otras que sean aceptables, que
. pueden ser verificadas féc11mente por el maestr )
- \ N v
. "L
b j : \\f‘"
‘ N » e R
- Ry .
. b _ \Jw}‘ - . ' [y

operaciahesude,suma y multiplicacién tienen esas pr0piedades.

P %

ne



A

3.

[4

wos

(a) Q(Ea)(‘*ha) - (d)\»:(x):(iara) L
RIS T ‘ (xy)(xy) L
(ll-a.b)(ﬁb) ("x y)(y) o RS *

NOR (7)(ab2) C (e) (sua)(abc e
(7a)(®3) . - (#a®)a6we®) *  \
(7ab)(b) o ‘ (gabc)(Bac) \ 5 B }: :

(c) "(5m)(2n) - (£) «(20)(2) o ';\,
(em){(5n)" } Co(2)e) S

‘(Emn)is‘)\ B ii)(%) e N

(a) Cierto para todo ndmero m»-propied&d conmuta-
tiva de la\multiplic3016n. ‘ o

(bQ No es cierto para'todo nﬁmero m.
(c) “Cierto- para todo nimero a, todo nﬁmero b, y

toﬁo nﬁmero y. . ;
* o (d) Ciéﬁiz para todo nﬁmero x, y todo nﬁmero
) y==p pied¥ad qonmutatlva de la suma. .
(e) .No es cierte para todo nﬁmero a, todo numero b,"

+ .
. (a) A no es cerrado respecto de la suma.

A -

*-
y todo nﬁmero c. » B

(f) Cierto para todo ndhero c--propiedad conm.uta-~

tiva de la suma.! N
(g) Cierto para. .todo nﬁmero b--propieﬂad conmuta-
. tivh de la multiplicacidn . S
(h) Clvgto para todo nﬁmero‘n todo nﬁmero v, ¥

.\H‘:‘ tgdo,ndmero z--propiedad asociativa de 1a

"multiplicacién.’ . A B .
(i) Cierto pafﬁ todo nﬁmero m,‘todo hﬁmero n, y
todo nimero s¢-propiedad asociativa de la suma.

(j) No es cierto para -todo: nﬁmero X ¥ todo numero ¥

ER -

-

(b); A es cerrado respecto de la multiplicacién. -

-

(a) S ‘es cerrado respecto de la suma.

v 7
.(b) S es cerrado respecto de la multiplicaciém
A ‘ . i ‘ \j -
R N ‘; Q\
! % B ) N .
9n L
»\ '&‘ ' “
Yoy I .
” s ¥

-
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L B ~

; “‘Siaobas\ 2@1‘5“@5~ o ~%06 es:~ 602 es - \[(392~)o4"es S

D egm o 2(2)6 be@ie  fe(ele 2(2(3)+a)+a N
e M 2er T |l 6r2 y

o (amade T (2-2)60 <§ §>6 (6.~ 6)2 . |(3-3)2-(3-3)9) »

AT 3 ) , ‘\.3_ N o‘ & .‘1 . 1 . 1 o
Cep a6 U BE0) (s | b))
‘(‘aﬂ{)‘(\yn‘) (2+1)(5+1) (-—+1)(6+1) (6+1)(241) ((3+1)(a+1)+ij(u+:)

N - . N o
LT (a) Si a"b s‘ignifipa a’-; b, entonces boa - .‘%_3

a + b =b -l-s a ,prOpledad conmutativa de la suma

e ' _a+b_b + a S x\ 7\1‘ ‘
. T2 l“z Y A

- ) - . . . N
° N ] .t

N aﬂb = bda \' . . -~

-o; 1

La operacidn definida aqu:t es conmutativa.

(b) Si a-b significa (a-a)b, entonces bea
T ‘ s:Lgnif:Lca (b-b)a. ; e 8
L Y " o=o0 0
. N _— ‘(a_a) ‘m (b=b) ‘
o “ . B (a-a)b = (b—h)a . ‘ {
. . }‘ Y La operacién defim.da aqui»es conmutativa.
N S (c)‘ Si avo'h significa a‘+ ~—b entonces bea

\ 1 3
~ significa b + 3a.

. : .
v ,\ \.Entonces 306 = 3. + —(6) - . »
‘: - . 693 - 6 + -(3) 4* S ..i
‘ SR ‘.;““ o Pero el enunciado 3+ —(6) - 6 + 1(3) es
e ‘" falso, por tanto, la operacidn que se define
- aquf no es conmutativa. %
St ~ - |

. s
. W
o .o N » . \ : -
N . @ - N .
. MR .
‘x . X N ] ) *
A [N BN N 5
. N
AN
.
B
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¥

(d) Si aab significa (a+1)(b+1), entonces boa
31gnifica (b+1)(a+l)

- \xg,

[EERREE N

(a+1)(b+1) = (b+1)(a+1) propledad conmutatlva ‘f

» v, AN

a -

e de 1a mmltiplicacién
éob = bﬁd

t

La operacldn defipida aqui es conmutativa.

(a) “Si para todo nuimero. a, Y. todo numero b,

‘ éob:ﬂ 7 > aes (4° )°5 = 49(205) un enunciado f

.clerto? “\ oY

a+b

S

X AN ‘( ' N
3. a+7\\

L

Puesto .que el enunciado 5 es’ falsq,

~1a operacidn no es asociatlva‘

1

()

R

. cierto?

SIVENNNEN

Si. para todo nﬁmero a, y todo mimero b,

aob = (a-a)b

i}

~(402)05 =

. )-l'O(QOS) = (

=

-

(u 4)2 - (4-4)%5

4-1) ((2 2)9 1

o

¢es (4’2)°5 = 40(205) un enunciado i

" Puesto que 0 = 0 ‘la Operacién es asociativa‘“

para estos numeros partlculares

T uﬂ

92
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‘ Observamos, ademés, que

-
~

NI Y

A

(aob)oc = <a-a)b - (a-a)t)

A\
ao(boc) = (a-a) (('b-b)a
Asf, 11egamos ala’ conclusidn de que 1la
M\‘ N \
operag, 6n es, asocmativa
(c) Si para todo numero a, y todo nﬁmero b
aech = a + ;b, aes (402)95 =~ﬁo(2°5) un
enunc1ado ciertOV\ ’ ‘
(402)05 = (ll + -—) + 5—
L )
-3
yo(205) = 4 + (3)(2 + £) S

@

- )

11

Puesto que el enunciado LA 4 +-@T'es faléo,

3
la operacién no es asocidtiva.

Ssi para todo nﬁmero a,y todo nimero b, -

-aeb = {a + 1)(b + 1), ies (4&2)05 = 40(205)

un enunciado cierto?

3

(w2)os = (4 »1)(2 +1) + 3 (54

"= (16)(6)
Yo(205) = (¥41) §9+1)(5+1) Y ])
= (5)(19 B
. ’ N
93 -
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N Pﬁg‘ina 61.

‘ ~propiedades distributivas distintas .

Puesto que el enunciado (16)( 6) = (5)(19)
es falso), la oper'acisﬁn no es asociativa.

Debe hace:ise ‘hincapié en que no hay cQtro
La propiedad distribw

- tiva es la que se enunc:l.d primero y las otras tres’ propie-

‘dades son senc:.llamente formas dlstintas de la primera y

se obtienen utilizando . 1a deflna.cién de igualdad y 1a

prop:.edad conmuf:ap:wa de 1a multlplicacién.\

Respuestas al Co\junto de problemas 3- 13&, pégina 68:

1.. (a)
(v)
(c)

2. (a)

. (e)
| 3. (a)

L

w)

x0T ()

()

1 3

6r + 68 U a) 7x + x2 ok -
ba + 3a ‘ ~ (e) 48 + 30 o
x° + xz \  {£) ab + % o
u+yy\ () Hx +y)
a(m + n) (e) (2 + a)a
\ Qo+ b)x- (f) =x(x +¥y) f
14x + 3x = (14 + 3)x | Al
- = 173! ‘c‘ \ L ’ . e (
%x+%x = (%+%)x < “ .
= }+5x A
= %x *
2 . 1, _2, .1
-3-a+§:h,+‘3-a‘ 5 + 36 +3b
\ .
’ = (3 )a + 3b
R P 3b
T3y

7x+13y+2x“““3y=7x+mc+13y+3y
= (7% 2)x + (13 +3)y
- = gx + 16y

¥

ra
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R SN . . BRY A : ; ’ !
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ST oo, N . R R SN ?5 . RN

. . O R \ . . oo

. - (et} N - v . ) X

R N . R . BUNRY
. S ¥, . .
ST : i

(e) 4x+2y+2+3x=ux+3x+gy+2

‘i = (ll- +3)x + 2y "' 2 5 N %
. ~ oo E 7x +2y + 2 A o | ‘\‘~ f
(f) 133!"‘37?"'5‘2*773{=}.3x+7\.7x+37y+62 .
L e a3y 62
‘ . N | =90x+37y+62 ~ f‘ \
(é) 2a + % + 5-=No hby forma alguna més s.‘encilla. ‘ |
‘ \ ) SN * |
* N ' N ? . . ‘ | ‘L
o \___E.iBé. 69 En el estudio de las apllcaciones de la propiedad ‘l

distribuuiva, un uso 1ibre e los paréntesis ayudaré a
destacar los tres numerales que int'er enen:en la propledad.

glna 69. Ejemplo 3. No hemos -expllcado detenldamente " \
los detalles en este. ejemplo, porque pueden parecer demasiado _\ ' \3 :
formales al estudiante en esta etapa. Cfeemos que aceptaré o
esta versién h.geramente ampla.ada de la propiedad distribu- ~"~"~‘ .
tiva sih protesta. .8i no la acepta, aqu:[ estdn los Y. R
detalles. En el preciso momento .de escribir I(x + y + z), - - \*\%
hemos util:.zado La propiedad asociatlva para poder prescindir ey
de simbolos de agrupacién dentro del paréntesis.\ Para .s. ‘.
aplicar la p piedad’ distributiva comq 1'a hemos enunciado, \ ‘

sin’ embarg?/, tenemos que poner nuevamente los simbolos de \
‘agrupacién AsI, el primer paso se convierte .en ) ) A
3(x+y+z)-3(x+(y+z». N
o algﬁn otro agrupamiento, si sé prefiere. Entonces,, por o =
la pr0p1edad distrlbutiva aylicada dos veces, tenemQs - o -« ( h
~ .
. . =3X+3(y+2) T
— oo sV
- o= 3x + (3y + 3z)
. N N .
‘ Finalmente, apllcamos 1a propledad asociativa una vez nds . ¥
 para permltlrnos escribir, sin paréntesis, o \
| s =.3x + 3y + 3z. o "\“"
1 s . 8,") A »
T \ i ‘ ® . ’




. Res uestas al Conjunto cﬁa“ problemas Y‘3 13b pégina 70:
A SO NS = @ a2l
- S . (b) \21é + 2k :f‘if“ (e) eh -_l— fh + gh g L
. T e, Wsgh 100 4 42q FGY 6p2q + 6pq o
o ‘ : . - X
\ e 2. (an Es falso para todo nimero a, fy ‘todo nﬁmero b.
. . (b) Es cier‘to para tod nﬁme.ro X, \y*‘todo nimero y‘
._\\‘ > (c) 'Es cierto ‘para odo nﬁmero a, todo vmiméro b,
- y " y.todo numem G .
oo ‘\‘ B S (d) fNo es cierto para todo nﬁmero a, tcdo mimero \p
o R / todo nﬁmero c. . RN
’ L (e). No el-‘. qn.erto para toéo nﬁzy L, o
e (f) . Es. c1erto para todo nimere-x, y tod,o m \ro\y‘.
‘ < 23, (a) (Bu+ v)v (d) G+ 2a)(20) - .
h L a L\P){x7q(p~+ ) (29~ ¢! *~2x)(3;)x LB
" 2 . ! (e) X1+ x)3x _ () xz(z +2) ¢ i
. ‘:‘ . x \ Pég‘i'nas 70—-71* :’E-jemplos 1 y 2. \ "Realmente hay paréntesa.s
. ‘ * 3 en 1a segu;da 1] ;ea de cada e;emplo, .COmo en.
N ' \ (x + 2;)\4: (3x + 6) en el e_']emplo 1-‘-que S€n entonces
3 ‘ R suprimlc;los medlante la propledad asoc1at:1\}a \ &
.- . \Respuggtas al Co‘hJunto de p_roblemas 3-13c3 égma 71 o
oot T e MEER s @ Nes (e
¥ Y ’ . e -x2+1tx+2x+8
T ) - x° +(4+2)x+8 - -
© R ;x2*+6x+8 o
‘);"';\ B 2. (x o+ 1)(.x‘+ 5) = (¥ + 1)x o+ (x + i)s ) T
S S s =x® +lx +50+58 . L
' /\ J - - ;x2+(1+ )x+5 \ . \"‘\
T, ‘ - S e = x2 + 6x +3% . S
Eh L “ o ' ) NN
: .k + alx + = (x + a)x + x‘-!-a T
C 3.k }(‘;3) (x7r )k + (¢ + a)3 e

b (x o+ 2)(y FTY = (xw2)y v (x +2)7
. ~=ch-i—?;y‘-l-?::vc~I-Illl,
’ ‘ 2 K N ‘ N
S S, ° T S
\ : L R .

=‘x2 +-ax -:-, 3x -+ 3&

F



- 5. (m,+ n)(m + n) =.(m + n)m\fl(m;+\n)n ‘
\ ' m-, +mn +mn + n )

n

o,

. \ o . . =m" + lmn +.1mﬁ:4‘n25~ - .
e | | o, =mf 4 (L+l)mn -n® -
T . ~ ‘ =m2+2mn+n~~ ’
- 6. (2p + q)(p +24) = (2p + )b + (20 + q)2q.

R 2p§ + pq + bpq + 2q2
t * 2p2 + {1 + 4)pg + 2q ‘
= 2p° + 5pq- + 2¢° | :

2

[ 4

-
.~
f

»

1]

Péginas 71-72.° Este resumen de” propiedades es muy 1mpor-

tante Deseamos que el estudiante empiece a con31derar el
.sistema de los nimeros mds y mids a menudo en térmlnos de las.
propledades fundamentales, de modo que eventualmente casi

S todo 1o que haga con nimeros lo harj con estas propledades
. . en la mente. Esto no 10 lograrén muy répldamente muchos

estudiantes, pero hac1a el fin del curso, es de esperar que

| /.1a mayoria habré progresado hasta él punto de poder tener
la meta a la vista. oY
- La lista de propledades obtenlda hasta este punto no «
esté completa. Todavia debemos introducir los nﬁmaros

negagﬁvos y obtener las propledades de la ordenaclﬁh La

lista estard completa_ para nuestros propésltos al’ flnal del, -
.Capitulo 8. ' o,
Regpuestgs al Conjunto de problémas 3-14; péginas 72-73:

T1. ‘?é‘k 3) +2=26 .8+ (3+2)=13 8- (3\Xx2) =2
8% (3+2) =80 (8+3)+2=13 (B-3)%2=10.
(Bx3)-2=22 8+ (3x2)=14 8- (3+2)=3
8x(3-2)=8 " (8+3)x2=2 (8-3)+2=7
8x (3x2)=48 84+ (3=~ 2) 9 8-(3-2)=7
., (Bxp)x2=48 (BW3)-2=9 (B-3)-2=3

»

i
0

fn
fi
il

»




78 \ S * Y
\ . y ) . s . A .o
L o . Este es un estudio’ interesante sobre dlsposiclones.
. ; El 8, 3y 2 son figos‘ E! primero de los signos .
S . \ puede ser X, + 6 -, y poxr cada uno de éstos, el \ :
| oo segundo de Yos signos puede ser X, + 6'—‘\ Entonces
. " *se pueden 1nsertar 1os paréntesis, de dos manerag
L. 3i #rupando los dos prxmeros térmlnos o fos'dos |

+ dltimos. Después de hecho R;do esto, es interesante

‘ observar 1as*expre51ones que) son nombres para el®

‘ mlsmo nﬁmero Por eJemplo. . -
A - :\ ~‘ 3‘- (3+ 2) =¥(8 - 3) -2, y en el Capitulo 7,
R - A+ 2) = (8 + 3) + 2 mOStramos, por qué
L -
8x(332)é(8x3)x2 -.~estoesasi\-\ .
":> o 2. (a) {5 + 5x ‘ " (h) a(3x + 2y)° o
L ~ 1) (5+y+2y.
1 3 ¥ & ’ 2 ( » \
) FG )8 aG R 5 (7 ey N

&

(¢) 11((o5) +19 .. (N (2+a)v+3)

5 5f3(19) +3(11) LK) 1+ 32 B
‘ ' 6 15(109) + 1) (1) 2a2.+ 2ab 4 2ac .. "
y \ ~ .- 0.165(19 + 1) Co(m)  (u o+ 2v)u o+ (u.+ ov)v
o . (a)- (@ =+ 2)c T 2wy ouv +uv v
I %ﬁ’+% s u? 4+ suv + vt

@ wyrr (n) (a3 )+ (23 A0
“ 4 la + la + 1

’ . . X(‘ﬁ:'l' 1) R ‘
. - {g) . \ \ = a2 +.2a. % 1
) /. . . . - '
N N .~: : K \ . »
* 3' .(.a.) 17}[ + x" : (17 o+ 1):& ‘ vt ‘\‘I-:- A
" ’ Coq= 18X ) v, ! .
N Fy -~ - » : ‘ X .
, . " () 2x+v+3x+y'=2x+3X+1V+11V l
e . =N2 + 3)x + (1 + 1)y . o
’ - 5x + 2y R
L ) . ) * : ; =
- .
. ; - ¥
. . ) d R ~ 1 N
g Qg ,
4 \ . N 3

i




e

*4,

N
k)

(¢) 3(x +71) + 8x 4.7 =

-

X+ 342k + T
3X + 20 B3 + 7

(3 + 2)x + 10

¢

(d) 16a+07+01}a+03b=16a+0ha+o7+03b

>

(e) by + 2by

AL

*

(8) gx 43+

s

A

i

X

0.7 +0 .3b

9% + 1x & 1Ix + 3 + 2

(9+1+11)x +5

\ = 2,08 !
\(1 + 2)by .
3by B
+2+1lx=
‘=‘21x+5
P

Puesto .que‘ (2+3+5%7) no es divisible por

.9, no podemos- usar la prdpiedad distributiva par'a\

escribir 2357 como el producto de 9 y un nimero
c:ardinal asi encontramos que 2357 no es divisible ‘

por 9

35874 =

3(10,000) + 5(1000) + 8(100) + 7(10) + 41)

= 3(9999+1) + 5(999+1) + 8(99+41) + 7(9+1) + 4(1)
= 3(9999) + 3(2) + 5(999) + 5(1) + 8(99) +.3?1) +
. 7(9) + 7(2) + 8(2)

= (3(9999) + 5(999) + 8(99) + 7(9)) + 3004 5(1) + -

8(1) + 7(1) + 4(1)

= (3(1111) + 5(111) + 8(11) +‘7(1)) 9 + (3 +5 4+ 8 +

T + 4)

= (3333 + 555 + 88 +7)9 + (27)
= (3333 + 555 + 88 + 7.+ 3)9

»

«

N

Por lo tanto, 358\74 es divisible por: 9,

. &

T

W

S



L -

. ‘ La regla,‘que revela esto, es que 51 la

- .
L B suma de las c1£rgs de’un nimero es divisible por 9, ’
: el nﬁmero es d1v131b1e por 9., = ‘
NS 5 19 ¥13 = 1910 + 3&9 B .
\‘l£5 :§ | ;:?&" . =)19(10) + (3) - propiedad distrlbutlva
I R L R L LY a
. g ~19(1o) + (10(3) + 9(3))\ - propiedgd distri-
fg 5{3.5\ ‘:‘jj C ‘ butiva 2
fjﬁ" %. . A \ (}9(10)\+ 10(35) + 9(3) -« propiedad asocia-
ooow A \ tiva de la suma
e L =219 + 3)10 + 9(3) . - propiedad distri-’
Ao . butiva o
A 15X 1k = (s + 410420 T . O
’ f,’ /- B =(13+N0+ 2 B
Y A i1 x12=(11+ 2)10+2 | ’
;ﬁ:; ‘ Respuestagié los Problemas de repaso; piginas 73-76: '
fif\f‘ .+ (a) H es el conjunto de los enteros impares
ffilf o i mayores que 19 y menores que 51, 6 el con—\\
‘ - T Junto de los enteros impares del 21 al 49,
R ~1nc1usive ) N 07 ;1} C

(b) H esun subconJunto de A, pero A na' es un

. . » o subconjunto de H® ‘ “‘.:

ER (¢) El conjunto H es finito; .el Xonjunto A es

L infinito. RN

" M

R 2. Puesto que. 2 es equ1va1ente a la’y'% es equivalente

20 s‘“‘\

- o a Qﬁ, la coordenada de unﬁ;/pto entre los dos

eS'iZK Hay una. 1nf1n1dad puntos.entre 2 VA 2 .

\’ig El conjunto.T es cerﬁxgp respecto de la operac16n

' de sumar, puesto que suma de dos' elementos da un
\ miltiplo entero de 3. El conjunto T no es cerrado

respecto dé la operacidn de "calcular 1a media
arltmétlca ’ puesto que la media aritmétlcaajf dos
elementqs t/?les como 3 y 6) no es necesariamente

. un entero.

] [ 3

Y




G

(@) 4—-+—7+—¢-¢-i¢—e~ .

s 'i\~

(b) ;3 no-es un valor admlsible de t.

. >v es. un valor admisible de t. 3.:

Nlt-‘--: 'Cé"]\v—' “’“]:

es un valor admlslb}e de t.

4

es un valor admisible de t.

no es un valor admirsible de t..

~NZ no es un valor admisible de t.

il

(3 +1)%

o
W

~~
w
+
)/
San”
|

~
W=
+
W
S
i

I[

(1

+ A o

1)(3 + 1)

13 + (3 +1)1
G)Q) + G)a) ¢+ 12
2(3)(1) +1%

2)(5 +2) ©

2)5 + (5 + 2)2 -
(5)(2) +:(5)(2) " 2% .
2(3)(2) + 22

~)
2)(3-) + (1 2)(2>

‘9

(3> + (3B + <1)(?> i)
- &) ed JORNE )

} (a + b) =
\ Demostrac16n;
«(a-l-b)?-.-.

)

Pdra todo a, y todo b

aZ.+°2ab + bl

(é +bl(a + b}-

'(a'+ b)a +‘(a + b)b

22 + (h)(a) + (a)(b) + 2

a2 + (1)(a)(0) -+ (2)(a) () + b2

N\

{ (1 +1)(a)(p) + G
a + La@v+ b2

197

-

8

R 4
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1]

X : _ -
. '~i: . N -
6. (¢) L. . \ \ R
7. (a) ,{123;) @ ey
O IR L O N e
(o) (&) (D 1)
8, Si m esun nﬁméro de la\gritmética, los'ponjﬁntos )
~de validez son: \ S \
@ R -~ <ﬁ .
() 'El conJunto de todos los nﬁmeros ‘de la aritmé~
. tica. . ‘ ’
* (c) . {0} . \
. @ 9 T
- El conjunto de validez de (d) .es un subconJunQQ de
todos los otros. : .o
El conjunto.de valldez de (b) es un. subconjunto
solamente de s mismo. \
Si el dominio de m es el conjunto de Jlos nﬁmeros ~
naturales, los congun;ps de validez sonm:
(@) (v | _ s
(bl El conjunto de todos los nﬁmerés naturales.
) ¢ >  ‘ S _ o . ‘
(@) 0 ? | -
9. (a) 3 es un elemento de T.
(b) 2 es un eizmento‘dg,T. h i
() O es ﬁqhsubcgﬁjunto de T (@ es un sgbcquuntq
 de todo ‘conjunto.) B \ ‘
11. (a) 9 '\ - . | S
(b) ({0}
R (c) O, %, y todos los nﬁmeros entre efLQ\x

~



. . . * N
| oo
Y N . . “
e - : \ - - 83
AU N - N . . . .
M . . : »
R N A . .

12. (a) El enunciado. es.cierto.'

. .(b) Todo lo 'que se nece31ta es- observar que

‘ PR " ‘ (8 + 1)'y (4 + 5) son nombres para ‘el mismg
‘ numero. : S \ .
v \; 13. (a) Ciereo - : | (d)’ Cierto ° v
‘ _(b) Falso (e) Cierto.
S :~ e 7 (c) Cierto ‘ B (£) Cierﬁd
2 2 '
- RV li-'i%l%i(%g) . '
T e L (o B R l
' e (%)(60) S
e o 26 + 40 T o : ‘
] \ 5 o - ‘ o .
— oo _16 e .
e N .
\ 15“ 5x:% y + 2x + 3y = (3x + 2x) + (y + 3y) por las .°
C Y \ propiedades asoc1at1va y: conmuta-
. " \ - " tlva Qe la- suma .
., e T ‘= (3 +’_l¥ + (1 + 3)y por la pro-‘
o . | ’ pledaa‘dls-
‘ ) ) ¢ tributiva
= 5x + 4y , \

Puesto que. las propledades asociativa, conmutatlva
Ly dlstrlbutlva son ciertas para todos los nimeros,.
< "3+ y o+ 2x + 3y = 5x + 4y

 para todos los nimeros . »

16, (a) (x+l)(x&l) (x+1)k + (x+1)1 dlstrlﬁgtlva
R ' = x“+x+x¥+ 1 alstrlbutlva -

Il

\ N
] = x2 + (1+1)x + 1 dlstg;butlva
) * . = 3\\2 + 2+ 1
. (x+2) (x+2) = x2 + 4x + A como arriba .
’ a‘ _‘ i x N




S S T R R © aistriputiva
\ v . (x + 3)x + (x + 3)3 distributiva -

. \
’ [ -

. . . A
3 A

Y . N v, s Puesto que X + 3 as ‘un
‘ : o ey " ndmero por la proplédad de .
N T et ey » :

e

: o . -« . clausura . | o
W R ~=. (x + 3)(;: +3) distribupiva

El estudiante,&sté més 1nclinado a pensar que como

. I(x + 1)(x + 1) ¥ (x + 2)(x 4+ 2) fueron 105 dos
" “ . primeros productos, (= + 3)(x + 3) seria uh producto

\ \ V4 |
S probable para obtener x2 + 6x + 9 81 demuestra "f

L R ) que (x + 3)(x+3) = h2 +6x +9, consfaerariamos

\este procedxmzento adecuado. !

. . N . »
- . . . N i .‘\ ‘ . &* N » ‘ - B
T dees : o . . Capitulo 3 - 4 ~ ‘ s
. “-% . | - Sugerencias para exdmenes . )
. \ . SRR L > . ) v S
» A -

1. :¢Cué1es de 105 51gulentes enunciados son ciertos y

N A 3

.o '~ - cudles son falsos? | ‘ ‘
(a), 5<6+1 ° ~ . 1e) 8+2>-*3 .o
®) 9ru¥5 ) (d)5+3f7 .
T 2. ;Cusles de los. 51gu1entes enunc1ados son ciextos y,

cudleg son falsos? . -

L J
L] N ~ -

\(a)é_::_i;.% y 6;?';2-1“ L : \

‘ - (b‘)" 6 % 5 -+ 1 6 h "3 :‘5 NN _ ] v
' (c) "6+ 1 =u"4+ 3@6"‘;( 7T o &

(@) F+2>2+2 ¥ 4e53 :

s

" g £ * ) . ‘. > o
ERIC  — , . ~ .



AT \). - :
. ’ 3. jCuédles de los s:Lguientes enunciddes son ciertos y ° -
.\‘ e " cufles somt falsos? E T o .
L (a) ﬂB:i%f-4€18-(M%-M -
o () (18 -10) - 4418 - (0 +H¥)y

() 3+4<83 6+5>5+6
(®‘7+0»7y‘ﬂm -

(e) #>6¢ 5+2 10 °
(£) 74386 17813 -+ 0529 = 8777+18442

) N

- 4, Determina si cada enunc1ado B8 cierto para el valor

‘ \dado de la variable.:  "* | :
‘\ (a)‘ 'I’Jt + b .=f.15; 2 - (e) 20 - ox £10; 5
- @)A£33<ﬁ T @)§+§f§%*%1

5. Si las variables tienenlos valores dados, determina

N en cada caso si el enunciado es cierto o ﬂb.‘
e T (é) Ix=4+y, xes 2 e y es 2. ‘ \
- N 1 ) . \ N
(b) 52x<2+y, xes J ey es 8. Cw

. 6. Determina el conjunto de validez de cada uno de 1los
siguientes enunciados abiertos.- Ensaya con los nimeros
sugerl&os, como ayuda para descubrlr cada conjunto de’

validez.

. (2) %+ 3 =3x - 5; [&4 6} .

. ~ (v) x2-3x+2 0; (o, 1, 2, 3] '
7. Determina los conjuntos de validez de los 31gu1entes
o .enunciados abiertos: ‘ . / .
N . » K . -
(a) 3x + 4 =25 (c) 2x +3 =2x+ 5
. R a (b) 2x .+ 1 ¢ 3 . (d)‘u+x%’?x__!:1
e,
A Y . 1{?5




- X >
*

8. Construye las grificas de los conjdhtos‘Qe‘validez de

» N ) Y

Tk

los siguientes enunc1ados»ab1ertos. N
(a) x+5=6 o (c) %' <7
- T (b)) x+ 13, () x;ta e

9. Construye las gréflcas de los'conjuntos de valldez de

* slos s1guientes enuncmados abiertos compuestos:

2

) E (a) x>3 y:x€4- - (e) x=5 6 x<4
(B) X =25.FexZThoo. (d) % <3 y \.): >4
N _ 1o, “Un nimero 11ama§o° n debe cumplir‘1a°qonaicidn o
2 .~ siguiente: si‘eI‘producto de 6 y ei ndmero n ‘ge
\ aumgta en 4, el resultado es 40"
N - (a) Redacta Ta cond1c16n ¢omo un enunciado ablerto.
h (b) 6Cuél es su conJunto de validez? . .

.(c) TConstruye la gréfica del cbnjunto de ‘validez.,
11. ;Cudles de los enunciados abiertos A, B, C, D, y E

Y A LN - . . .
a continuacidn tienen el mismo conjunto de wvalidez gue

el engn91ado ableftg 'p=7"? g
'S P>7/6 p=r—  D. pdT . . -

B. p>7_ y p=1 - B. p#7 -

"G pt7 ‘ o ‘ .

12. Redacta 1ds enunc1ados abiertos cuyos conjuntos de

. validez son los conluntos cuyas graficas aparecen a

cont1nuac16n . X
- ) N . N
% - -
. ~ (a)—+—l—+—b—i—¢— : {e) 44—+
) O 1 '2 3 4 8
() —l—i—b—l—b——)— (4) g
0 1 2 3 4 8
- N * . »
- - ‘\
' N
. .
h -
M L] ' ° -
. ) 3,
{ ' N g " \ ‘ - \
» NS N . D
\)‘ . > \ 1{}6 . “

e
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14,

Para cads. uno de los enunciados en la columna I, edige \
la gréfica apropiada de su conjunto de validez en’ la
‘columna II ' : )
_ ‘}:; : R « S *
‘(a)\ 6x =18 . ]a' ——t -
. o . S8’ 2 3 % 5 &' 71
) vz PR SRS NP
. . * 0 ' 2 3 4 5 8 7 :
() »#2, . - PN ST WG
: o, 0 1 2 3.4 B8 7 .
(@), s >.% <% ., \
1] 223 4 8 € k AN
\c(e) dzéyf‘<5 g—l—M—}-—{——H-’ -
. 1 3 4 8 7 S
R N VAN
S . Y } Y T
(g wez y w>id B S S T S T
< : » : 2 R
Si el-dominio de la variable es el conjunto . v
/ u=1(2, 4, 63 8,10, 12}, determina los conjuntos de
validez ‘de .los 51guientes enunc1ados ablertos *
. (a) 3x+1 13- (a) 2x<20yx+4=1+'+x
(b) 2x = 10 \ ,(d) 2X +1=T26 2x -1 =

- 15.

»

16.

1Y 7

La féymula utilizada para pasar de una temperatura C

" medida en grados Centigrados a la temperatura correspon~ - ‘

’diente F en grados Fahrenheit es

. 9 c
.~ , F'= 5+32 :

. ¢+

Determlna el valor de F cuando C es 90.

La férmul»a para el érea delun tridngulo es .
“ A= th )

»

'dgnde A es el nimero deunidades cuad?adas‘en el irea,
b es el .n;&mero de unldades en la base, y h es el nimero
" de ‘ade;ﬂ.[n la altura. ‘Determa.na el valor de h cuando
A es 5y bes 10. ‘ - \T\:’ : .

> ®

N



~ < A ] \‘“_
‘ “’ v i ‘, a‘ .,
17. Cada uno de Io% enunc1ados que apareceh a cont1nuac16n
‘ves cierto para todo valor” de'lég variables En cada
" uno de 1os casos, determina 1as prepiedades que se
e emplean pgra demostrar que el enunc1ado es c1erto k‘!
'~.(a) x(y Z)=s:cy+xz . | (e_) (ab)(cd) (dc)(ba)
'{b) xy + (ay + ¢) = (xy & ay)+ %i p(f) X'+ 0 = ,.,
N abcd goled) .+ = ~(g) ofx) =
(a) xy + X2 = yX + 2X U ¥ (ﬁ)‘\}(i@ = x e

o 7
19.

20.

- . .
L] A - a .
A AL - . »
B

14
AN Y

»
v
»

) * o -

_ Demuestra la manera de qtiliza?‘la propiedga multipli—

catlva del 1 para hallar 1os nombres corrientes de:
& . . *

(a)§+% R ‘(b)——i

)
Deglermina cuﬁles de los sfgurentes enunc1adosxaon

-
A}

-

ciertos para todo valor de 1asvariaﬁles*

~

fa) x(2+3)=(2+3)x" "le) (38 +e) +a ~(c+d>+3a
() b(a +2) 2 alp+ 2) (£) (Ex)y = 2(xy)
(e) a%? = bEa? o (g) a(b-b)=a

(@) « (3 + y')3 ix(y + 3) (h) oo+ (o - b) = a. @

Muestra cdmo podrias utilizar la' propiedad dlstributlva~

para efectuar m&s féc11mente tos S}gulentes célculos*

(a) (324)(202) (o) 60(2 + 2)
(o G7)25) + GNGP g

-

-

(13)(29) - Ry

-

—_—
1

- g



$ \ 5 R . . e . - * ‘? \
A . N * - ; -
o\ d " » - *~ Yo 89
. * » -  x o ‘5.
(] * * ' N
. ’ . R .
'~h 21t En cada uno de los pasos en la slguiente secuenc1a,
‘;‘5‘ o enunc1a ‘la prapiedag de 1as operac1ones utlllzada
A N - -
paﬁa deduclrlo del paso precgdente- \
s . : \ S TN

AN 3( % H\y) ¥<5x\= (6x*+ By) ssx .
. Lo ?x¥ﬂ*€§w - (3y +6x)+5x. 0, o ¢

. . R RIS . ‘ e
DN s . =3y + (6x + 5x) - " oo
S T et

,\: . . N . N; ~§ T = 3y 4 11x \.\ o - ~. \ A ,

““ “ ) - ‘\\ “ . ) .. » . .‘o Tl ’

A ': N TN N ¢ - . RN - "\0‘ “‘.\

Lo 220 Utfliza 1as prcpledades de: las'pperaciones pare AR

N escrlblr las sxguienteﬁ frases #blertas en fprma ‘més

‘\ SenCll N . .'1 ) | . \ . . S e ‘\ \' .
T o o " Ry ot
LTS .b LE 2\ + o 5x PR e

BN N ‘ N v vk
A (c) hlua + 37b'# 86a + 63b~~ o

Nl . P

N ¥

M T (d) 3x +'ﬁy + 7x + 2 + 2y \ SR

N . A -
s 23, Escrlbe cada una de las 51gh1entes frases éblertas

o, “como un pro@ucto 1ndfbado . e
: (a) 2x + xy_ ‘ h S (4) w(x +1) + Ty .
. . () (ep+ Qu + (2p + Q)v. (E) a(b + 3) +3(b + 3)
DR ﬂi (c) T(x + Eyz) + xy(x + Eyz) R
- 24, Escrlbe cada uno de los siguientes productos 1nd1cados
o ,como una suma 1nd&:i§§,51n parénte515‘ ‘ : !i
O () 7830 + 20) (@) (a¥b)
. (v) s5x(2=x +3y) (e) (3x + 2y)(3x% 2y) |
T 7 (e) (2a + 3p) (ke + 5d)
» f‘ X . - e
1y Al ) ' ‘
179 .




. » - )‘\- &‘:\ . * -
.. 90 . "
R )\ N . “ k4 . . * ’ N a . ) *
T - 25.. Demuestra que‘\ :
K o L - ab + (cb + st) = b(a + c) + st
. S
\ ‘ ‘es cierto para todos los valores de las variables’ - -
; . ‘(ESS“IBB\el proceso paso por paso, dando la propledad
\ - . \
- utlllzadg\en cada paso.) ot
%26, Si para’ todo numero a,y todo numero b, aob 51gn1fica
o *a +' 3b, contesta 1as slgulentes preguntas. ~ .
. (a). Determlna log valores de: - 3e4; 2»(304) (2°3)°4‘
. . ‘ : ) 4 3 . 2 \Q ‘ .
.- - : °© . . . \ A \\‘, w.
. .(b) ;Es la operacién c:omm.n:esn:l\na‘7 L R,
v+ (e) BEs la 0perac16n asoclatlva’ T
B 1. N . . \ Ei N AN
. oL % "
. Nq; AY -
> - . R
Y . . . . N
iti . \‘ "
A v \ -
’ \‘ J* . . ) s
[ 4 ) ¢
— * . " N *
- . ~ ., A -
\ ) . . - -
~ .‘
) R . )
L ]
- ) ’
. . ¢
, -~ ‘ N
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_un' cuadro mis completo de la traduccidn de nuesth‘idiomé

R R ‘f Cﬁpitul§ 4 ‘ A \;' c
'ENUNCIADOS ABIERTOS Y ENUNCIADOS LINGUISTICOS .
El objetlvo de este capitulo es ayudar a desarrollar
cierta habllidad para redactar o escrlblr eﬁhnciados abiertos
para’ problemas lingﬁistlcos. Primero tratamos solamente con: ‘,

‘ .
frases. Al comlenzo, escribimos algunas frRases 11nguist1cas .

\ajustadas\a.las frases abiertas con el pfnpésito de ofrecer

.al 1enguaje algebraico y viceversa. Luego traduc1nos de.
un lenguaje- -ak otro enunciados que contienen ecuac1ones 0
inecuaciones.

: - - N
Para concentrar la atencién en el proéeSO‘de traduccién, .

preferlmos, por ahora, no empefiarnos en la tarea de hallar . ‘
*conJuntbs de validez de los enunciados abiertos. No obstante,\‘

hemos planteado cuestiones en los problemas lingifsticos.

Esto parece necesario para aﬁuntar clarameﬁte'a una variable,
relac10nar 1a experiencia mds Intimamente con la solucidn del’
problema al cual: se apllcaré este Rrocgdlmlento de traﬂucc16n,
y- poner de manifiesto el -enunciado o 1os enunc1ados acerca de

los cuales nos 1nteresa realmente que el Pstudiante piense.

AN

‘Asf, en el ‘ejemplo 1 de la péglna 82, si en,vez de decir:

";Cudl debe ser el 1argo de -cada pieza?", dijéramos: "Escribe
un enunciado abierto acerca de das 1ong1tude§ de lasﬁpiezas"gf
el estudiante podria responder: - "gi uﬁg‘pieza\mide n  pul- ‘
*gadaq,‘entonces‘ n.< 44", o podrfa hasta responder: > 0",

i N . N a N N - »
-fstos son enunciados ciertas, pero no ofrecen al estudiante

.la experiencia deseada."

!




B N ~'*. ‘ Y -

- ~

e -: Algunos estudlantes pueéen sentir la. urgencia de segulr N
. adelante y "encontrar la respuesta" En ese caso, debe \ .

. permitirseles que‘lo‘traten, pero el "encontrar la respugs@&“‘

. no debe ser motlvo de'dlstracc16n en. esta etapa. Puede |

2y

. decirse a los esmudiantes que mis tarde desarrollaremos

- métados‘més eficages para determinar conJuntos de validez de
. »\enunciados, pero que, por el momento, no rremos més allé de

»

. " escribir’ el enunclado abiento“ . . \ . :
En’ a!gqnos de’ los- problemas}de este™ curso hay 1nformac16n .
. superflua no necesaria en 1a solucién del problema.‘ Esto es

1ntencional . Esperamos que\la experlencla ocasional con ese

material 1rrelevante ayuidard al estudiante a darse - cuenta con

mis facilidad de la 1nformac16n due es reledgnte. : e

4-1. FraSES~abiertas‘2 frases llnguistlcgs -

Pdgina 77. Al traducir frasestabiéétaé‘a frases lingﬁiﬁticas,‘
R ‘es p031b1e obtener muchag frases llnguistlcas‘\ Estimilese al
estudiante a usar la 1mag1nac16n para lograr una varledad de <
‘traduccione® tan amplia como sea pqsible. ‘
Las traducciones posibles de "-" incluyen "menos que",

. "la diferencia de", "mds corto que”, etc. Deberd prevenirse
a losﬁestudlantes de que, al no ser la resta conmutatlva,
deben estar alertas 50bre cusl es el prlmer\nﬁmerp al utlllzar

¥ "penos. que® oY \ . \

Tarde o temprano se encontraré un estudiante confundldo
acerca dg‘la dlferenc1a entre ma?br que" o M'mis qye", la
cual demanda el Simbolo "+"'w "es mgyor que" o "es mids que",
1; cual demanda el simbolo ">". ‘Debemos estax pyeparados

»  para aclarar esta distincién. De este modo, "Este pavo pesa

*

cinco libras mids que aquel otro’ podria requerlr.la frase
g _ "t + 5", mientras que "Este pavo pesa més\de\velnte libras" °,

podrfa requerir el enunciado "p > 20". \ B

~
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Obsérvgse culdadosaméhtehen los 31gu1en€és problemas *\“
que al desecribir la variable, wﬂno representa el ancho, f.“
sino el "hﬁmero de pies en el ancho",‘g no represgnta lop
"llbrOS", sino el nﬁmero ‘de llbros que tiene ‘Maria", ‘Q no::‘
repres;nta "el nifio", sino “el hdmero de afios de eda& el

niﬁo“v Obséfvese también que una-manera clara correcta Yy .
"sencilla de decir la ﬁltlma frase es: .'"el niiflo tlene b aﬁos«

y L4

de edad" . * R . ) ?~ ‘3{ - N . )

.
L -

- Algunos de "los problemas.en este capitulo puedenfcompren~

der méis de una varlable o pueden sugerlr el ‘uso deané ‘de

una uarlable‘ . Podr{a permitlrse que. esto sucedl raaéspontéw \

neamente. En el caso de enun01ados ablertos, qﬁﬁ&éﬁ hayé la

oportunidad de' démostrar la poslbilldad de f enunciado

compuesto. Es muy temprano para demﬁstrar 1a neces1dad de

un enunc1ado compuesto para una solucldn unica. Puesto” que ne

estamos en este momento buscando respuestgss no seré necesario.

[N
preocuparse todavia acerca de cémo hallaremos el conjunto de. -

* ° R S - - ~\ v N N .

validez.l \ ' ‘.*\ r'g: P

A
>

Respuestas al Conlunto de problemas 4~1 péglnés 78-81

Las frases llnguistlcas ‘en los problemas 1 6y 18-25 -

son . ‘solamente sugerenc1as. Se, deberia est&?ular tanta o

varledad como sea pos1b1e por . parte ﬂe la ¢lase.

Para muchos de los s1gu1entes problemas, hay restrlcc1ones
implic1tas en el dominio de 1a‘variab1e“ Corrlentemente

permltlmos que tales restrlcc1ones contlnuen 1mp1ic1tas,-

\ porque parecen bastante obv1as, 31n embargo, erIa conve-

" niente c0nsiderar ocasionalmente con los_ ‘alumnos cuéles son,

»

en realldad las restricc1ones 1mpuestas. o \ .

Por eJemplo, en este ConJuntn .de problemas, el dominlo .
estd llmltado a nimeros cardlnales en los problemas 11, 14,

: 15, 30, 31, 34, y algunas de, las traduccmones sugeridas méds

* N ? SN
: A
) . N
N \

A

?
N

™



\ éaélgnte,~de;frasés abiertas a frases lingﬁistiCQS, imponéh
\1 misma Yimitacién en el domlnlo. Cuando 1h varlable
representa un nume" de ddlares, el domlnle no puede incluir.:
‘nﬁmerqs como 3 En el problema 12, _n no puede ser cer;. \J
\En el problema 31, hay probablemente una 11mitac16n adicicpal
en el dominig de la varlable impuesta por la capacidad del ,

"y anfiteatro.: g
Desde luego, en esta parte del cuUrso nos 1im1tamos a
los. numeros de la a;ltmétlca, pero, "de todos modos, en la
mayor parte de los problemas, por su naturaleqé el domlnio

-

\consxéﬁk solamente en. nﬁmeros no negatxvos. ‘
Qéase el texto. ‘ ‘ s
2. 5i Juan.pesa n. libras, la ffaéé es: El nimero de
. libras que pesa un nifio 7 11bras mis pesado que
- Juan. R s ‘ A -
3. si yo tengo ﬁ ajes de edad ahora, la frase es:
El niimero de afigstque tenia hace 7 afios. ‘
4, Si H;y y’ eétudlantes en la clase, la frase es:
o La mitad de los ‘estudiantes’ que hay en la clase.
‘.‘: 2. Si las naranjas cuestan., r centavos por dBcena y
» \ . una bolsa de cbmpra cuesta 5 centavos, :la frase
o es. El° costo en centavos de dos docenas de narapjas .
y una bolsa de compra phra llevarlas. = . .
6. Si una mina produjo a® toneladas de carbén-en un
N - dia'y bJ*tbhefgaas de carbén el dia siguiente; la
. , frase es: El numgro de’ toneladas de carbén produc1—

das en los dos dfas.’ ' (Obsérvese que usamos aqui dos

varlables. Aunﬁue pasara algin tiempo antes de que
N . los.estudiantes traten con.més de unra variable, no

necesitamos cerrar los ogos a ellas.) ‘
‘. ’ 7. V8ase el texto. -

(3
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) oM 95 v
- . N * v - - L] o
\ - . R
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. R ) - * A ‘0 ..
[ X ’ M
IR BN ;’Si E.es el niimero de pies, entonce.s la frase ‘es
" yl12f. \ . T xi
] N » r 2 IR,
. 9. 8i k ‘es e1 némero de cuartillos, entonces la £ )
AN " es .2k, ‘ o T BT \
a 1Q. *8i k es el ndmero de pies, ‘entonces-la frase - .
‘o N ‘\ k - 'Y . . ’ \‘ o ‘ ‘ ] \ . . .
: : es === . . . . \ L2 . s
e » . 5280 7 , ’ . ‘
r .l Si n es el nimero. card:.nal entonces’ 1a frase
N \;Q". \’:{ 0‘\‘ | ‘e$ . n'_'_ 1‘ ‘ \ . . N :"'\f - - N
SR IS . R . .
* -+ 412; 81 o es el numero, .em:onces la f:rase es _1- - >
: TR AN n :
CORY C ea : sy
‘: 3. Si hay K 1ibr§s yot onzas, entoncei.s\ la frase es .
T ek e, ~ SR T
Si hay d déiares y k monedas de velnticinco - .
- centavos entonces la frase es 100d + 25k ‘ *
U Si hay m délares k monedas de velntn.cmco e
& centavOS, ‘m monedas de diez centavos, y ' m
* St monedas de cinco centavos, entonces la frase es
‘ . ) 100m + 251< + 10m + Sn. (Obsérvese que m representa\
\ © ' el ndmero de monedas de diez’ centavos asl’ comq.el -
m‘imero de d6lares. Esto significa que tenelnos el
;;«}.c.[ .- mismo nimero de monedas de diez centaves que de \
’:f;’“f:‘);;f \ délares, puesto’ que una variablé no puede representar . S
VT dos ntimeros diferemtes a la vez. La :Erase abierta “—.é""
P R . ) W
. v podria ,escr‘iblrse‘ 110m .+ 25k + 5n.) %
e ¥ Lo . . . - -
S R BN \
"":* EG “\ * 2w pulgad,js . o ¥ oo
S | S RS
%0 "
[N - ~
B N - o S : e,
. * Q. Q. )
L 3 ‘ : \
.‘i".\' ' R Y A
. §i el rectdngulo tiene QVS pulgadas de auncho, enton-
R ces la frase es 2w, ° .
. - R . ;_A >
: \ -
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18.

- 21.

- 22,

*23.

o

-"tiene b pies de 1argb,'.

19.°

ES

) N

~
v - . A -

81 la base dél tridngulo

-entonces la frase es . .
‘1 + 6. . ‘ T

‘\

Si compré n brazaletes, entonces la frase es.
El costo total en délares de los brazaletes que \

M ]

- compré a $1 00 eada uno y el m1§mo nﬁmera de Tie

coliares a $7.00 cada uno. .

Si hay r presillas en cada caja, entonces la frase

“es: El, ‘némero dé presillas que tengo ahora, si.

tenfa 2 cajas de ellas y mi compaﬁero de cuarto
cogié cineo presillas y luego trajo siete. ‘1~‘ .

" 8i el primer lado de un triéngulo tiene x. pulgadas

de largqh entonces la frase esr El nﬁmero de pul-

gadas en e1 perimetro de un triéngulo, si el segu?g .

lado es tres veces el primero y el tercer lado es
‘una pulgada mas 1argo que dos veces el primero.

Si y es el nimero de personas en ‘cada’una de las
-nuevas familias, entonces 1a frase es: La poblacién
de una aldea de_35, 000 personas después de mudarse

»

alli cuatro famlllas més. \ N
Si pbngo y dblares en el banco, entoncas la frase

es: El ndmero de délares en el banco después. de

' agregarse el interés sxmple de 47 por un afio.

Si un bosque nacional rectangular tiené) x millas de

ancho, entonces la

frase es: El nimero de x + 3 millas
millas cuadradas del &rea: N
.del bosque, si &ste tiene
3 millas més de largo que ] x millas
“de ancho.
X TN

[ 4
I~
b
T
”
v

.
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*24.

Si la altura de un._

_ . triingulo es y pul- y.
gadas,.-entonces la = Ppulgadas’
frase es: { El ndmero ' J
de pulgadas tuadradas - ?
“dei drea del tridngulo, . v+ 5 pﬁlgadas\

*25.

2.

27.

. 28.

29.

30.

‘31,

“si su "base es 5 pul-

Si 1a altura de,la cabeza de un hombre es h pui-

'Si a personas compraron boletos, entonces la frase .

»

' .

gadas mis 1arga que‘su ‘ .

altura. - '

-~

Si un salén tiene W ples de alto, entonces)la

‘frase es: El numero de ples cﬁblcos del volumen o
.del 'salén, si su ancho es 3 ples més que su altura

y su largo es 5 ples més que "dos veces la altura.

Si ug lado del cuadrado mlde q pies de 1argo,
entonces la frase es 4q.

gadas, entonces 1a frase es. (7= )h 6 5

Si el primer lado de un trléngulo mide f pulgadas,

entonces la frase es f + 3. ‘ o p

(a) x+y+ §x+w .

1. \ «
(b) F(x + ) § <y
Si h;y b niﬂos; entonces\la frase es;-%pt Los

estudlantes pueden nece31tar una pequeﬁa aclarac16n

de las palabras "eﬁ térmlnos de". ' Puede explicir-
seles que ésta es otra manera, usada frecuentemente;
de seﬁalarwlajvariable.

* es 28. N ) »



32, “%} Un enfoque inductlvo puede ayudar al estudlan;e.\
| Aqui responderéwﬁrobablemente a la pregunta~~ . o
. ";Qué parte de’la casa pintaré en. un dia, si
\ puede pintar toda la casa en 8 dfas?".
X :
335 X S 3"~\ § ;, . .
.BQ. T + 12 . . o o \

*35. 81 la planta crece g pulgadas por zemana, entonces

’ A
b

Ui,

-

Y »la frase es 20 + Sg. ) o o ‘ o .
‘Nota:. ﬂAyudesele al estudiante a darse cuenta de q que o
> cuando la variable se da en el prcblemg no es neceQ‘
if\sarlo que lo especiflque, pero si el problema no |
e da 1a variable, es de la 1ncumbenc1a del estu~‘
| ~diante escoger una letra y decir 10 que ella
. o representa. \ o L
e *36. Si t es el nimero de minutos trﬁﬁscurrfﬁog

\ N ‘ \ después de haber.puesto sus brazos dentro del ;gua,

< C y t2 10, entonces la frase es . t.- 10

37..81 x ‘es el mimero de dblares en 1a§herenc1a,
“.entonces .la frase es: - -

(a) ix 6.

x
2 2 -

o . (c) x-(%x+,(-1-5x+50)) o’ :;-(%—f (%-}-50))

) ~ - »

.- S Pesde luegO, éq.(§)~e1~estudianté podrié
| B escribir | Cw
N ) 1 )1 R
. @9+ &5 = N 50) + (x - (—-x F (ggx + 50)) Podr{a

“ entretenerse demostrando que esta frase representa

»

el mismo .mimero que x. .

LN



‘ L " 2w - 5 pies
¢+ 38. Ssiel rectdngulo tiene !

o

w pies de ancho,

entonces la frase esg ' S w ?ies

o (a) 2w -5 \ e -
© () WA (2w= 5) 4wt (2w - 5) ' ’
& 2w+ 2(2v + 5) A ..

(c) w(2w - 5) o T ) =

AY N - . i . . .

»

En la primera pQrte de nuestro trabaJo conwtraduccz.onesg
:hemos tratado de recalcar la 1dea de que la variable repre-
senta un nidmero, ?Eedlante ‘el uso de lenguaje razonablemente‘
preciso. Asi, hemos dicho: "gl ndmero de’ pies del ancho",
' "ol nimero de pulgadas de la base'™, etc. A mgdidé que
avanzamoé, nos despreocupamos mis acerca‘de esta forma de
hablar para poder hacerlo con mds soltura. As{ en el
problema- 38, en cuanto la unidad de 1ong1tﬁd y la unidad de

' drea quedan establecidas claramente en otra parte del *

problema, nos permltimos hablar de "perfmetro" y 4'drea" en’
vez de "nﬁmero de pies en el perimetro" y "nimero de pies

b

cuadrados del &real. \ E . '

4-2. Enunciados ablertos Yy enunc1ados linguisticos

Aqui sugerimos traducciones para los enuriciados abiertos.

A31gnérselq§ a los estudiantes brnduclré una gran ‘variedad
de traducciones. Una manera de~probar\1a correcc16n de esas
traducciones podrfa sér distribuirlas entre los miembros de
la clase y hacer queﬂgos estudiantes traten de traducirlas
a eﬂunciados abiertos. Esto'serviria también para darles un

‘punto de par;}da'para el .trabajo smguiente, haciendo que
primero traduzcan enunciados 11nguist1cos redactados por.

ellos misinos a enunc1ados abiertos. - >
. N . - N
»

y," ;\

N 3



100

\\

Respuestas al Conjgnto de problemas 4-2a pégina 82“ \\\

1‘\

- 2.

3.

»

.‘5

Samuel, qﬁe pesa 7 libras mds que Juan, pesa 82 1ibnas.
Para cqmprar +500 sobres, tuve que comprar dos cajas

’

de sobres. : - ,

~

EYN

Dieclslete de los estudlantgs hicieron proyectos .
suplementarlos. Esto represtnta la mitadide 'la clase.

-
T

Ungfampo rectangular es ($aras més largo que ancho \
y su drea es 480 varas cuad}adas. . .
Tengo tres pedazos de dadena." El segundo pedazq ‘tiene-
.dos ‘veces. el nimero de esglabBones que tiene_el' primero,
‘y el\gercer pedazo«;;ene tres veces el nimero de

‘eslabones que tiene el primero. Puedo obtener una_

~'sola oadena con el mismo nimero de eslabones,; bien

unlendo 1os pedazos segundo y tercero y 1uego unlendo
éstos al primero, o uniendo el pffmero y el segundo
y entonces el .tercero a los anterlores.
Jaime compré algunos sellos de &4 centavos y el ﬁismo
nﬁmerb\dé sellos de 7 centavos. EL costo total fue -
44 centavos. o . ‘ \ ‘ -
' Un contratista pidid 4 sacos de clavos y m3s tarde

orden6 7 sacos mis de la misma clase de clavos. El a
peso totaL de los sacos fue 47 11bras. // )
Nota: La d1ferenc1a entre el problema 6 yLel probleﬁé N
7 es que en el 6 se puede restringir el domlnlo de la
variable a nimeros cardinales y habri un solo nimero
cardinal, a saber,\4, que hari el enunciado cierto.

En el problema ? esto no es verdad de modo que serfa
‘incorrecto construir un enunciado que requlera que la
~Var1ab1e represente un *nimero cardlnal Si es 2031b1e,

hégase gpe los estudlantes descubran este hecho por sI

mismos. : BN

120
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‘8; \El perimetro de un cuadrado es 100 ples,

9. Tengo que recorrey 1a mlsma distanc1a, si v1ajo desde
aqul a San José y 1uego las glnco millas hasta . 1-‘
San- Cristdbal o si v1ajo primero de San Cr1st6ba1 a ™

' .. San José y luego vemgo aci. 4 ;o 7 )

- 10. Recibimos 6 galones de Ieche, una. parte .en ‘botellas de

’ 1u1i1£ro y otra ‘en botellas dé" medio galdn.
\ Pégi;;\éga. Hay varios puntos 1mportantes que pbsez&ar aqui.
N » . ¥

.-

1. ;Qué pregunta ﬁlantéa el problema’ La respuesta a esta e
pregunta deberia enunciarse en términos de’ un nﬁmero..~No

se debe permitir al estudiante escribir,, x .= el cpsto o

"y = el largo". Ayudesele a darse cuentd del hecho.de.que
la variable ;epré&enta:un\nﬁméro. Deberfa decir: "x es;el
nimero de\délares del costo de la casa", o mis sencillamente,
"la casa cuesta X délares"‘ ) \~ B . N

2. Cualesquiera ggggg_numeros en, los problemas deber exprev
sarse en términos del ndmero que la variable representa.

Asi dec1mos "Si el largo del pedazo~m§s corto es X pui~
' gadas,~e1 pedazo mds largo mide (x + 3) pulgadas". Desde

e’

luego, que algunas situaciones pueden naturalmente prestarse
. . L IR :
.al uso de dos variables. Como hemos dicho antes, no hay

oﬁjecién\en este capitulo a incluir un ejemplo‘éasual de este.

L N O

tipo; ) . . ‘ & h

3. Debe hacerse una tr;duécién directa a un enunéiado ébierﬁx
‘ Asi para el ejemplo 1 en la pégin& 82 aunque podriam amos camblar
el enunc1ado a 2K+ 3 = 44, tal enunc1ado no es una traducc16n
dirkcta del p‘?blema, pues no revela realmente toda la his-
toria. Una buena prueba de una traducc16n directa es ver si,
con la descr1pc16n de la variable,.el enung&ado puede tradu-

cirse’ ipmediatamente al problema original. »

N .
3 . ‘ .
. . . .
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4. Repetunos que, por el ﬂresente, 1a atenc16n Br:mcipal ,
estd en ‘la traducc16n 'y ne esperamos que 1os estudlantes -

“sigan adelante y obtengan la respuesta en egte ca_p:[t:ulo‘ ‘.

Debemos advertir* que los ,,ej

82-84 'no tienen respues'«tas, é\bvm*sm fue planeado as:[ YRR
para tratar de' eytar Ta distracci®h de "consegu;:.r las .3, ,

respuestas", - S .

Resgues\-tés a—L Con_:pmto de problemas 4a2\: péginas 84 86

»

A

1. i Carlos recibié ‘e votos, entonce.s Enr;.\que , ' -
rec:.b/lé c + 30vvotos, y e+ (c + 30) = 516. N
8i Carlos -reci'blé c vatos, entonces Enr;n.que recn.b:l.d

’ ’516 - ; votos, y?SI? - ¢ =c+ 30 ! L o .

2 S.lfl recténgulo mide. o ‘ - ‘

tox pulgadas de ancho, o
" entohces mide 6x pulga- . 6 pulgadas’ ;
‘das de largo, y ‘ R . . pl;igadas
X+ 6x + x + 6x =144 N R
v 6 - S
2x + 2(6x) = 144, - . o

3. Si el angulo mis pequefio mi‘de\ s grados, entonces el

éngulo mis grande mide 2s + 20 grados, y
Z s + (2s + 20) + 70 = 180.

-

4., Si y es el numero de pies en una de las secc1ones

mis cortas, entonces la seccidn larga mider y + 100
pies de largo, e y + y + (y + 100):= -2500. \

~5. Si habia y estudiantes en la clase de 1 W Lépez,
ntonces habia y + 5 estudj.antes en la clase del
gr.Pérgz,e y+(y+5) . "“~ .
51 hébia vy estudlantes en la clase de la Srta. Lépez,
entonc{’s hab:l.a 43 -y vestudl.antes ‘en. la clase del | |

' 8r. Pérez,& 43 - y =y +5. )

mplgs L, 2y @ en las paginas . .

~

\“ )
- T

¢
&
&



o

* N “

T 9.

o1,

6.

v tien

10.

o . . N . R . N .
R . - . . . R
. . e - RN .
A . Cow . > A
- s [ . . N
N N CoY N

(Conviene llamar la atenc:lén del estudiante .hacn.a el
segundo de estos métodbs. Es un enfoque dtil, pero.
algunos estudlantes tienen dificultad con él al .
pr1nc1pio ) r - S

Si el rectﬁngulo mlde w pulgadas de ancho, entonces
_mide W + 5.pu1gadas de -largo, Yy wlw + 5) = 594

\ Si Ricardo tiene ahora X afios de edad, entonces

Juan tlene 3x aﬁos de edad Ricardo tenia x -3 .

aﬁos de .edad hace 3 aﬁos, Juan tenIa 33 - 3 aﬁos hace
3 afios, y (x - 3) + (Bx - 3) =22, : ‘
Sl Quan tlene d monedas ‘de dlez centavos, entonces

«

+1 monedas de velnticlnco centavos y ‘\ .
24 -+ 1 monedas de cinco centavos; las monedab de diez
centavos tienen un valor de 10d centavos, las de 65
yeintlcinco tienen un, valor de 25(d + 1) centavos, y
las de c1nco tienen yn valor de 5(2d + 1) centavos
Luego, 10d + 25(d + 1) + 5(2d + 1) 165.

- 8i compré £ sellos de cuatro centavos, entonces
compré 23-f sellos dexflete centavos, 1os sellos de .
cuatro centavos cuestan &f centavos, los sellos de
siete céntavos cuestan 7(23-£f) centavos, y

GE+T7(23 - £) = 119, e
(V nota del problema 5) | ‘ :

si gl&tren de carga viajgba a 2z millas por hora,
entonces el tren de pasajeros viajaba a z + 20 millas
por hora, el tren de carga recorrié 5z millas, el

tren de pasajeros recorri6.5(z +'20) millas, y

5(z + 20) = 5z + 100.

'Si hay h envgses de media pinta, entonces hay 6h

-

,envases de una pinta, y

- a . » .



. R 1 RO | N :
R - . .- bz + (6h)5 = 39  (enunciado acerca de los
e . cuartillos) ‘ o
S - -6 " h- -."Z]:+"(6h)3 78 (enunciado acerca de las P:lnta&‘) N

-

i«if - i\~ R h +\2(6h) = 1§6 - (enunciado acerca de 1as medias
S S C e \‘\ o bintas) . : e

f~\f “‘" 12, 81y es el nimero de aﬁos que pasarﬁn antes de que

R .  los dos hombres ganen el mismo sueldo, entonces.

‘~f \Q\¥‘~ . el Sr. Vélez .ganard 3600 + §bOy délares,

B ‘ T, “el Sr Sénchez ganard 4500 + 200y délares 'y

.« 3600 + 300y = 4500 + 200y
‘ o "13.. Si'la tabla mide w .
Ce T ‘,piesﬂde“ancho, entonceés

" 3w pies \
R . o - .mide 3w pies de 1ar§6;\‘ | . i\ R \\|W£Pies

el cuadrado tendria

:  w+ 3 pies de ancho \ \ .
3w - 3 pies de largo, ‘ ;

y‘ P \ 8 ’ S A §5pies

yw+ 3= 3w - 3, ‘ N

.o . " 3w - 3 pies

-

-

é\ - 4. Los siguientes prtzblemas son, desde luego, solamente

o ) ‘ sugerencias* | . . j )

: o (a) Tengo $4. 80 repartidos en monedas, de las cuales
IR R, hay dos monedas mds de diez centavos que de\

- cineo centavos y dos veces més monedas de
cincuenta centavos que de cinco centavos.

R . . ~ (Cuéntas monedas de cada clase tengo? ° . ‘t\:

(b). iCuil serd el ancho de un recténgulo que es tres

uveces més largo que ancho y que tiene un ‘4rea de ’

\‘ - . m——

. : 300 pulgadas cuadradas? . '




™

L]

|  (¢)

(@)

(e)

(£)

(8),

N -
w

Una escuela pidié 85 follatos, algunos de 1os

\\cuales costaron $0.60 cada uno y el resto costd

$1.10 cada uno. La factura ‘total fue de $78. 2Q.
bCuéntos folletos de cada clase -se pidieron

Se va a cortar un listén.de madera de 69 pngadas
de largo en tres pedazos, de tal. manera que el
segundo ped&zo sea 3 pulgadas mis largo que el
primero y el tercer pedazo sea 6 p&lgadas mis
largo que el primero. ¢Cuél debe ser el largo\
del pedazo mds corto?

Dos muchaehos atraparon 18 pescadds., Como' la
familia de unb de los muchachos era dos veces

més,pumerosa que la del otro, decldleron

- repartir los 18 pescados, de manera que uno de los

muchachos llevara a su casa dos veces lo que
llevara el otro. LCuéntos pescados 1llevé cada
uno?\~ . \ ) \
Una tuerca y un tornillo pesan juntos 5 onzas.
Si un montén de 30 tuercas y 4 tornillos pesa‘

59 onzas, jcuénto pesa un tornillo?

-

(Obsérvese que para hacer cierto el enunciado
abierto, h no puede ser un nimero cardinal.
Asi, un problema en el cual "h representa un
ntimero de personas, por ejemplo, no ser{a apro~‘
piado.) ) \ '

Si José cortd 1 ge1a grama y Jaime & de 1a

4 -3
grama, ;qué parte debe cortar Radl para terminar

de cortar toda la grama?

105

b3 )
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\ 15. i ‘el bote més pequeﬁo puede l;lvar n pasajero;, ‘ J“Zi
.; o \~entonces el bote més grande puede llevar n + 80
o - \pasajerds, y n+ (n + 80) = 300. o x
‘La familla Colén viajé hasta la casa de su primo.
Al regresar; ‘tomaron una nueva ruya que’ aument$ en
80 millas la distancia Cuando llegaron a su casa
habian recprrido un total de 300 millas. (A, qué ‘
distancia de’ la casa dg la familia Colén estaba

o I ~\ ; 1ocallzada la- casa de¥ primo? R .

4-3. Enunciados abiertos que contienen desigualdades

70

Pégina 86 . Aqui ‘aumentamos la experiencia de’ 105 estudlantes

con. tr&ﬁucc1ones a enunciados que contienen deqigualdades.
: Aunque todavia no estamos tratando’ de hallar el conjunto de
«validez del enunciado abierto, podemos observar la manera en
‘que el cqnjunto de validez de una desigualdad puede contener

muchos nimeros en lugar de solamente uno. ‘ : : I
i » )

. e Respuestas al Conjunto de problemas 4—3a, pigina 87 .
1. Teodoro tigne mis de 3 aﬁos de edad iQué edad tiene? .

2. Sl Isabel fuera .un. afio mayor, todavIa tendria menos
de 17 afios. jQué edad tiene Isabel?

.3. Las monedas de veinticinco ,centavos que hay en mi’

‘bolsillo a lo m&s suman $1.73. ;Cudntas monedas de
v .veinticinco centavos hay en'mi.bolsillo? ’
: 4. i fugramos a comprar tres libros mds a $5.00 cada
| uno el costo 34§Ia menos de $100.00:“6Cuéntos libfos. 
podemos comprar? . \ \
5. Si la poblacidén de Metrépolis aumenta en 10,000, 1a
poblacién serd més de 160,000,; ;Cudl es la poblacién

. actual de Metrépolis?

-
s

bt
')
h)




T 6. El Sr. Alvarez tiene una caja de tachuelas, el

Sr. MatOS‘tiene dos: QaJas, y la Srta. Gémez tiene
tres.' Juntos; tlenen por lo menos 48 tachuelas‘
3

'+ iCuéntas tachuelas hay en cada caja? ’,

7. El guia recortié el sendero una vez el viernes, dos
veces el sébadn y ‘tres veces el omingo. Recorrié
‘un total de 50 millas. LCuél es el largo del sendero?
(Obsérvese que el ‘enunciado abierto no serd cierto

\ para un qpmefo cardinal Obsérvese tamblén en 1os

LR problemas 6 Y7, que a, Za, y 3a no pueden representar

lados de uh trléngulo, puesto ‘que la suma de dos de

.ellos no es mayor ‘que el tercero. Si es p031b1e,

- trétese de 11amar la atenc16n de 1os estudlantes hacia
' restrmcciones de este tipo.) - .
. *8. Si tres muchachos m4s se unen al club, el club tendri

més de 5 menos de 10 mlembros. ¢Cudntos miembros
tiene e1 ¢club ahora? '
Si el grupo completo de muchachos se dlvide en dos
equlpos tguales, cada equipo serd menor que un
equlpo completo de pelota. ;Cudntos muchachos habfa
en el grupo completo° T, \‘ . o
. *10. Un lote de terreno de 12 acres se repartié entre dos
o _ hijos de tal manera que un hijo recibid mds de tres,

veces lo que recibié el: otro. zpuéhtos acres recibié.
) cada hijo? . ‘ \ B ‘
Pipina 87. Ejemplo 2: Una clase de estudiantes capac1tados
‘ puede dlsfrutar con una discusidn ‘del hecho de que este
® problema‘se describe mds completamente mediante el enunciado -
 compuesto ) \ \ ' ‘
’ a>0 y (d - 32) + d=48.

L 4
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~5<:‘ diante pregunta acerca ‘de €1. N : N S

A :
2 . N . oA

T

. el domlnio es el nonJunto de numeros mayores\que o Lgualeﬁ,a«

.32, ) ‘ oo “ .&\‘f N N S R .

» .
1) ) LN N - X . 1
N N 3 N N . . a .

Pégin§.§§.\ Ejémplb\B; Hay, desde Luegé; una‘tercera‘§cndi~
Cildn: \ ‘i‘ ST : \‘ N ' “ . ) . A‘ o a‘s:.‘ . . . ®
v t e . 5<n +6. L . N

O

Puesto que este enunc1ado es c1erto para todos los valores

positlvos de n, n@ agrega, nada a la 1nformac16n acercg/de los -

" lados del trléngulo. Lo menclonamos aqui, por si un estu-’

, N

e

Algin. estudlante puede preguﬁtar también la manera de

hallar el conjunto de validez de
. o~

“n<5+6 y 6<n-+ 5. oo

- Aun cuando no nos ocupamos ahora de los conguntos de validez,

se puede demostrar al estudiante interesado la manera‘pqsible
de. usar grﬁficas para determinar este conjunto de”v§1idez.
) ‘ K ~

) Q < . , E
. : T TSV S S WU WSO VSN WUV NS Wy
\‘_n<5+5‘ : ] ‘ oon
- o e Om—————————————tsmilly.
6<n+5 S o1 C - -

n<”5+6’y n+\5>6‘

Por lo tanto, el largo del tercer lado es menor de 11 pulgadas"

'y mayor de una pulgada. |, . \ ~ -

La dlflcultai.principal para el estudiante en este caSP
podrfa ser /a gréf;ca de 6<n+ 5. 8in embargo,\puede‘
observar naturalmente, que esd inecuacidn es equivaleﬁte a
n>1l. : .

Rqspuestas~§l Conjunto‘gs problemas 4-3b; pégin#é 88-89 :

. T i
.~ 1. Si el nimero es n, entonces %n + %n3:26.
) AN b

-

Puesto que 1a frase a - 32 no tlene 51gnificado para di132,w .
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7.
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g,

S

Si Rail tiene y aﬁos de edad, entonces Guillermo

tiene v +.5 afios de, edad, e y + (y +* 5)~<23

Sl un lado del cuadrado
mide x ;pulgadgs,enw\\
tonces un lado del -

" tridngulo mide x + 5 -

pulgadas, y 4x = 3(x + 5),

.

Y

%

w

MRS

x pulgadéSj -

iriam
Equil

Si la veloc1dad de La corrlente es

10

tero .

L)

¢ mill&s'por

hora, entonces ¢+ 12 es la veloc1dad del bote

viajando a favor de la corrlente, y c\+ 12 <30.

Si Juan\buede tardar x ‘horas en el trabajo,

\‘ ~ N
.entonces :x>2 y X <b4.

A

Si se dedican ¢ minutos a anuncios comerciales,

entonces ‘c>3 y c <12,

El tlempo T para. asuntos que no sean de pub11c1dad Y
es 30 - ¢, Otra manera.ﬂg -expresar la dltima 1dea es

TsBO-E]yT 30 - 12.

R

Si hay t. estudiantes en la clase, entonces .

3tz t + 26. -

Si Enrique recibe d d6lares, entonces Ricardo

recibird d + 15 délares, y Tomds 2

Luego, d + (d

)

Luego «
d+ (d+ 15 + 2(vd +15) = 225
2(d + 15) > 205.

-

10sd\

15) & 2(d + 15)
Si Enrique recibe d délares, -entonces Ricardo
recibing & + 15 dblares, y Tgmés‘z(d + 15) délares.

y d+ (d+ 15)+

\ \

Al

+ 15) délares..

i

£

»
3
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%10, Si su puntuacién en 1a tercera prueba es t, entonces f

Al

ALY

E: 75+§2+t288

.

15 +§g¢0="m.= R
S el mini- SN
11. Si hay s estudiantes en la Escuela Central y m

estudiantes en la Escyela Vocacional entqnces N

(a) s >m N ’.: N ) ‘\ > \ ?:\ ~
¢ (b) S=m+?700 ~ \":\ ‘ o7
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| Pég&na 89 Esta 1ista de probtbmas repasa 1as ideqs de .

este capitulo e indirectamente mudhas de ias ideas de'las
capitnlos anteridres. "El- maestro debe usar ‘su propio .

‘chlterio respecto a cudntos de éstos deben estudiarse y

‘cuéndo deben estudiarse. Algunos de ellos deberian ser

asignados uno © dos a la vez junto con_ a31gnaciones poste- -

riores a medida que la clase vaya estudiando el proximo

~\capit 0. Examinese la 1ista completa para ver 'qué variedad

de problemas cong;ene que la clase domine. B S

Respuestas a los Problemas de repaso, péglnas 89‘96.g

" Segin se presente la oportunidad, discuxanse con los.

estudlantes 1as restr1CC1ones sobre el meinio de 1a variable

‘que se imponen en algunOS de los problemas por la naturaleza

de la ::‘.:l‘.t:\:laur:].1‘51'1.\\~

>

1. (a) si x ‘es el nimero de centavos en la colecta

y antes de aportar mi contribucién, ‘entonces la

frase es: El gﬁmero total de centavos en la
colecta después de dar mis quince centavos. .Con.

esta traduccidn, el dominio es el conjunto de los

nimeros cardinales.
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(e)

(d)

| (e)

- la frase es y +'7.

xla frase es x - 10, -

S § & N

| éi P es el nﬁmero de délares en el precio‘de
catélogo de un 1ibro, entonces la frase es: El

 némero’ de délares pagados ‘por cinco ejemplares
 "del mismo 1ibr0, tres comprados a precio de

catélogo y dos- comprados con una rebaja de un

délar en el precio de catélogo

Si el bote ha viaJado t _horas a diez millas por
hora, entonces la frase es: El nﬁmero de millas
frestantes de un viaje en bote de 60 mlllas al

término de t horas. N ‘ -

“X

Si r es el nimero de barguillos de helado de\

"15 centavgs, entonces la frase es: El mimero
" total de centavos gastados por un grupo de 9

estudiantes en el pargue de recreo, donde cada
estudiante compré r ' barquillos y cada uno"
compr$ 25 centavos de rosetas.

St B es el nﬁmero de pulgadas de largo de la

'base de un . trléqgulo, entonces la frase es:,

El numero de pulgadas cuadradas del drea del

triangulo, donde la altura es 4 pulgadas menor

que 3 veces el largo de la base.

"Si n es el nﬁmero entdnces la frase es n - 3.

Si Samuel tiene ahora y afios de edad entonces

N

. Si Marfa tiene ahora x afios de~edad, entonces

-

Si t es el numero.de grados de la temperatura
actual, entonces la frase es t + 20.
Ia frase es Sn.‘\

»
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(c) .

@

(e) -

\La frase es 10x’+ 5y + 6.

81 el numero es n, entonces la frase es n + 2n.
si'el primer.numero es x.yel segundo es y,
entonces 1a frase es x + 2y

"La frase es 7w§ .

Si x esla poblac16n dé una cxudad de Kansas,‘
entonces la frase es 2% + 1 000 000. \

© (£)4 La frase e¥ 12x. -

(a) "
: de Lsabel, entonces la frase es Zb + 1. r
(b) La frase es 40h. . o Lt v
* (c) la frase es 1000(250 . R -
.(d) Si Gerardo pesa e libras, entonces 1a frase
. es e+ 40; | '
‘(e) Si el recténgulo mide n pulgadas de ancho, T
‘ \ \entonces la frase ®s n(n + 3). O
(a) La frase es 1.59x. ’
(b) La frase es 0.75z. ‘
(c) \ia.fxﬁée es 33.2g. T " o
(d) Lalfrase es 20x +59y. o
(e) La frase es 10t + u. ‘
(a) Si X es el nﬁmero de aﬁos,que.é1~ti§ne, entonces
¥ tiene menos de 80 afios de edad. . . e
(b) Si &1 gana y. délares en un afio, su sueldo anual
, es 3600 délares.’ I -
(c) Si 2z  es el nimero de délares de los recursos | ’
de un baﬁcﬁ,‘entoﬁces los recursos montan mis de
100 millenes de délares. \
(d) Si u, v, w son los. nimeros de gfados de los.

Si b es el nﬁmero de déiares en\la asignacidn

. &ngulos de un tridngulo, la suma de los &ngulos
. es 180 grados.
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‘"‘(e) ‘Si el lado mds corto de un recténgulo es: de‘ z

TN pulgadas, y el 1ado més largo es 18 pulgadas més ‘(
1argo que el ptimero, entonces el drea deq.
. rectangulo es 360 pulgadas cuadradas o
: - 7. (a) si la hermana de Marfa tiene t afios de edad
T N entonces C e v "
. %16 =t + a4,
i «(b) Sl Gulllermo compr6 b plétanos, e.ntonc.es
- . 9b = 54.
A (¢)* Si el nimero es ii, entonces ‘
0T T - L : 4 .
o | R S
s (d) ¢ Si 1a as:.gnacidn de Isabel es b déﬁqas, |
) entonces la as:.gnacidn de Arturo es 2b +. 1 délares,
° vy :
‘ 2b+ 1 =3b - 2.
w (e 40t=260 e ;
C 3.00<50 - o .
- 8. '(a) Si la montaiia Peike tiene h pies de’ §1tu\r3-,‘
‘ entonces \ ) © i‘ ‘
h >14,000. ~ . oo
. (b) 14=0003n+ 2(0.1) - SN

(c) Si p es el wimero. de personas ‘en una c1udad
e Colorado, entonces 2 OOQ 000 > 2p

(é) x> (x - Dx+1) :

al ,(e) Si y es ‘el numero de délares del valor de Ia
- propledad entonces _1_0}'0_(24) = 348
‘ . .
(£) Sl Gerardo pesa w libras, ent‘..onces
w+ 40=<152.
L9 (a) ~Si el nﬁme::jb cardinal es n, entonces Su sucéso?

esn+1l, yn+ (n+ 1) =7575."

s
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"(B)‘ Si el nﬁmero cardlnal es n, entonces su sucasor

.

es. nv+ 1, y n,+ (n + 1) = 576, . \
; Este enunciado es falso para todo§ ‘los nimeros

~card1nales. Si un nﬁmero es impar, 5U sucesqr

- %Y. es par; sitel numero es par, su sucesor es impar.

‘ Por lo tanto, la suma de ambos no puede ser par. .
(c)’-51 el primer nﬁmero es n, entonces el segundo
nimero es n +.1,; y ‘n+ (n + 1) = 576.
" Hay un nﬁmero para el cual este enunciado es
“  cierto, pueso que el domxnio de la varlable no -
* - estd restringldOaa nimeros cardinales. o Lo

" (d) Si tn pedazo de la tabla mide f pies de largo,

10.

11.

12,

13.

15.

14,

entonces el otro mide 2f + 1 pies de largo
y £+ (2f + l) = 16 ‘
(e) 3x = 225 et

&

Si el digito de las decenas es t, y el de las unidades
.es u, entonces el nimero es 10t + u, ¥ "

10t+u=3(t,+u)+7 R : ‘
42 -n \ L ~ “‘ * .
(é)w Si h es el nﬁmerb entonces 3(n + 17) = I§2 ‘
(b) Si n es el nimero, entonces 3(ﬂ?+~l7) <192,
Si el primer numero es x, entonces el segundo nﬁmero
Si Sara tiene K  libros, entonces Susana tiene -

K + 16 libros, y K+ (K + 16) >28. S

En una hora se puede aray % del terreno con el

'primer tractor. En dos horas, usando ambos tractores,’

se puede arar %+-§- ‘del terreno. La parte del

. . A}
terreno que se quedd sin arar es 1 - G7f+ %). El

enunciado ablerto es .? + —‘= 1.
k] ﬁ"

*

’




SN s e Bepdr e e s \S.; B N N N N N . Do s v P WY DR R 4 g
% R N < “ N . "
. y N . N . - .
. . . . v . N
' 3

N.

%16, Si t es’ el numgro de 1a»hora en que sales’ de o .
\ Nueva York, entonces t + h serd e1 nlimero de la hora,~
‘hora de Nueva York, en que llegas a Los Angeles._L .

\ t+ h - 3 es el nﬁmero de la hora de 11egada, hora
- ‘ * de Los Angeles, y t+ h' - 3'<12.

P

~\1‘7.~ El peso del Sr Rlveré hace ‘m meses era 175 + Sm \ \
175+5m'=200. SO e L S

»

18w\ (a) Si n es un nimero cardlnal entonces n + 1

-

o : . es su sucesor, v n + (n + 1) = 45, AR S
‘ o (b) Si n es un nﬁmero impar, entonces n+2es el
~m.és prdxlmo nﬁmero impar consecutlvo, y o
n + (n + 2) = 75. Véase si 1os estudiantes se- . : ‘)1;

dan cuenta de que esto nunca. puede ser c1erto

AL

" para un ngmero 1mpar cualquiera, puesto que la
suma de dos numeros impares es par. "
19. Si el precio estipulado era m d61ares, entonces ‘
12 o \ \ e -
176 =m- 100 ‘ ‘ ‘;‘ . . .

- 20.' Si 'x es el nimero de délares por una hora de
ltrabaJo a 1a razdn corriente, entonces ,%x es el

nﬁmerc de délares por una hora de trabajo a razén de
tiempo y medio,y=40x~+ B(Exj =°166.40. :

\ 21. $i el blanco estd a d pies de distancla, entonces
:\ ‘ 1a_ba1a‘t§rd6 T?ﬁﬁ segundos en alcanzar el blanco,\‘
'y el sqnido tardd

d 6 segundos en yggresar,\y X -

. a4 L a VRS
+ = 2. Una. solucién- alternativa que .
- 1700- 1100 d
. ‘ tiene la Ventaja de proporcionar un enunciado mis

sencillo, pero la desventaga de que la variable“\J

Y'represqpta un ndmero distinto del que se p1d16 es:
Si t es el tiempo en segundos que tarda la bala en

»
A
a
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1legar al blanco y 2 - t es el tlempo ‘en segundos

e que tarda el Sonldo en regresar, entonces
4+ 1100(2 - t) = 1700t. \

: i2.3 Si el atajo tiéne X

pies de largo, entonces

AR . (200) +J(3°0) - x2.

-

&

- s “ . ) ‘\ . N \ X N N . r |
\‘\23. Si y es el numero de -
ples de altura del poste,

entonces, por el teorema

y pies

de Pltagoras,*
(30) +y° = (50)

&+

-

| ;ﬁﬂ‘ #A. (a) .35 +‘50t Y . )
SN (b) h - 1 es el numero ‘de periodos dg ‘una hora .
B o después de la prlmera hora) y la frase s .
A '35 + 20(h - 1).. - |
- \ 25. 81 el radiador contenia orlgrnalmenne w cuartillos

- de agua, contiene w + 2, cuartlllos de® la' mezcla .
T después de aﬁadlr el alcohol Comd el 20% de esta

v mezcla es alcohol, hay. 120(w +2). cuartillos de -

‘\alcohol en la mezcla.‘

- 2 = ]ﬁ¢y+2) o z

{ﬁo \ o 26 . (a) %ggx + 40y . «

' S o 1 (2 x,60) + 40y o o ) \
\ (c) . 100x + 40y = 20,000 L L

- - + % R - 2 .

0
v, N . . \,‘)
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(c) 20+2w=12+3w S
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30. (a) x>2° R .7
. L . | (b) X S 6 N ‘v “ ‘ j “ \ . h AT \ N FUENERN
s . (G\) "x > 2 y” x < 6 : i a <o > o v ° .
SRR LT

x>5 01 234586 ~ °

» S ‘x = é 6 x >
o WERNON - ‘~ . . ._° % : 5

-

0
o | ‘ 1
oy ('b) x=~2. y x55 0} 2.3 456"

(e) x>2 " -0-» 23 %5 6 ° - -

. | . :.\ .%,! .0 ;2\345 o
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(@) x<2y x<5\ - ﬁ;ff'ﬁt-g-jr-gffbj ~

:menpe para lograr una respuesta. El estudiante que L

_Este es el conjunto: ~{3 38, 3.64, 3. 90, 4 34, 4 60,

.centavos. ’ A .~

W

hzl yx<3)0( >b

o

.. Este problema repasa las sumas de pares de miambros

de un conjunto, no es un problema propuesto principalv

PR

trate de escribir un enunciado ébierto‘enconﬁraré ‘ “F°f
que ‘estde perdiendo .su tiempo. - En vez de esto deber§ ‘

- observar que el hombre tiene un conjunto de cuatro

miembros:' \{1 69, 1.957 2.65, 3, .15} y que tendrd que

'examinar el conjunto de todas las posibles ‘sumas de . E

pares de elementos del conjunto

+ J]. 1.690 |- 1;95 ‘é.65“\ \ 3:1

1,69 || 3.38 | 3.64 [Mu.3u | mies | -
195 || 3.64 | 3.90 | ».60 7| 50 | T
2.65 || -h.3% | 4,60 | 5.30 5,80 e

3.15 || .84 ‘5.10‘”\ 45.80 176,30

» “.\
.

‘ 4,84, 5 10, 5. 30, 5. 80 6 3Q}
De aﬁui‘vemos que:: (a) La cantidad minima’ de dinero \
que le puede haber sObrado es 5.00 - 4.84, 6 16

.

; (b) La cantidad méxima de dinero que le puede

_haber sobrado es 5.00 - 3. 38, 6 $1 62

~F(c) Hay cuatro combinaciones de dos cajas que él no\~

e

puede comprar una de $1.93 y una de $3 15; una i
de 82, 65 y una de $3. 15 dos de $2 65 -dos de
$3 15 \



*34, S§i a es el digito de 1as unidades de un nﬁmero,

entonces 10 + a’es el nimero. Si b es el dfgito -

. de las unidades del otro nﬁmero, entonnes 10 + b es

el otro nﬁmero., si P es el producto de los dos
. \. nﬁmeros entonces p - (klO + a) + b) 10*+ ab, \

~\Podemos verificar el enunciado anterior *mostrando ‘

que p.= (10 + a)(lO + b). ‘
. De este modo, recordando que podemos considerar a
| 10 + a como-un solo. nﬁmero . \
tp= ((\10+§)~+b)10+ab ‘ . ‘
= (10 + a)10 + »(10) + ab distributiva PO

+= (10 + 3)104+ 10b‘+ ab L,conmutativa de 1a mmlti-‘
R o \ plicacién t e
L : 3 - (10 + a)lO + (10 + a)b \ distrlbutiva ’
‘ | = (10 + a)(10 + b) . distributiva

oot T “Cap{tﬁlo 4'
. Sugerencias para exdmenes"

Escribe una frase abierta o un enunciado ablerto para cada

uno de los sigulentes' :

1. El‘volumen V en pies cubicos de un sdlido rectan-
gular cuyas dimensiones son x yardas, w pies, y

.,

z ples.. - ‘ \ o -~ .

*

.2, si un much&cho tiene 250 yardas de alambge de cerca'
para un corral de pollos, icudn largo y cudn ancho

podria hacer un corral, si quisiera que éste tu\n_era~

s 25 yardas més de largo que de anch9°

o w?:“\En un hnerto que cdntiene 2800 éﬁboles, el nﬁmero
- “ de érboles en cada fila es 10 mengs que dos veces
.~ el nimero de filas. \6Cu§ntas filas hay?




a hd

we T e

&, Pablo tiene d \monedhs de diez\centaﬁos y‘tfé%

f;mmm;w\w_““~wvﬁg‘~ veces mis monedas de velnticlnco centavos que de
las primeras. chribe una frase ‘abierta para el
numero de centavos que tiene Pablo. \ . .

5. S1¥ h es el tercero de c1nco numeros cardinales

K consecutsyos ‘entonces \

el qulnto nimero es .
“‘

N el\segundo‘numero es s

1a;43ma del priﬁero‘y el quinto ndmero es___
6. - Jarge es;B\aﬁos mayor que Ana, y la suma de sus
edades es menor .de 27 afios. '3Qué edad tiene Ana? "
7. Hay cinco paquetes grandes y tres pequeifios. |
. Cada paquete grande pesa 4 veces mds que cada
e paquete pequeﬁo y los ocho, atados juntos, pesan
o © 34 libras 8 onzas. ' jCuél-es el peso de cada
. paq&%te? . . o e
8. Jaime tiene cuatro veces nd's dinérosfze Carlos.
7 8i le da 39 éentavos\a\és;e, 16s .do endrén
. . \‘ fentonces\cantidadés:igUales. ;Cﬁénto piene Cafios\

. \ahora’ ‘ L : . o
- . 9. Un padre gana por hora’ el doble de lQ que gana su
ff :jhiJO.‘ Si el padre trabaJa 8 horas y el hijo 5,

~ganan menos de $30.00:‘”3Cuénto.§ana el hijo por

‘hora? o ‘
‘.10.)‘Separa-$3&.60 en dos partes de tal sanera que Jna
. : \parte sea $19.00 mis que la otra. N \ E

11. Una canasta llena de melocotones cuesta1$2 10. Los
. ~ melocdtones cueﬁﬁgn dos délares mas que la canasta.
;Cuinto cuesta la canasta? ’




-
-~
-

12.

15.

16\

17

A

» .
L. » X . '

El espesor de un cierto nﬁmero de péginas de un” C
libro, si cada pégina tiene un eSpesor de —== %00 de
pulgada,\ S ‘ \ -

‘El producto de un ndmero cardlnal y su 'sucesor es

342, uil es el ntimero? o

El\pesfpde Guillermo, 193 libras, es por 1o menos

10 libras mis que el de David. bCuénto pesa

David? o - | '

Un vendedor in51ste ‘en que debe ‘tener por 10 menos \‘

$12.00 al dfa en su cuenta de gastos, y su jefe

p

iniste.en que se le debe dar menos dé $30.00 al dfa.
o Expresa esto como un enunciado abiirto. :

Completa el siguiente problema de thanera que

' correspanda“al enunciado abierto dado. -

BN

>

- o
Problema: Juan encontr$ una caja que contenia $2.40.

. :3 R

= ’ -
- -

-

Eﬁun;iado abierto: Q(x + af-i 18(4x) + 25x = 240 )

x

‘cada uno de los casos‘signientes, traduce a una

En

frase abierta o a un enunciado que contenga una sola

variab §’ ; \ \ '

(a) $30™mas que el sueldo semanal de Tomés.\

(b) El sueldo semanal de Tomis es més de $30.

(c) El sueldo semanal de Tom&s es $30 mis que el ‘de
Jaime“ Juntos ganan $140 por semana.“ ‘

(d) El sueldo semanal de Tomds es $30 mds que-el de

Jaime. Juntos ganan més de $140 por. semana.

g



- -

“(e) El sueldo semanal de Tomés es- $30 més que el

« * . de Jainme. La suma.de sus sueldos semanales ests

. entre- $140 y §2007 . " - ’

N 18. Escribe cada una de las frases abiertas que resulta =
e ~de seguir las sigu%entes instrucciones: - " f\ RS
« " (a)  Escoge un nimero'y aﬁédele 4 para obtener un

»segundo ‘nimero.

\ (b) Resta 3 del segundo niimero para obtener un *
i tercer nﬁmero.

. (¢) Halla 1la media aritmética de 103 ndmeros segundo\
y tercero.

i}

.,
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descubriendo y aplicando propledades e openac1ones en’ L

. RS b N N
) RN N , N .- . ot »
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~ . K% N . »
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N N N

. LOS NUMEROS REALES I . ‘ ! -
5-1. La recta de 1os nﬁmeros reales . . ﬁ ; ‘.‘f

En los capItulos del 1 al 4, el i:rudlante ha estado -

conJunto de nineros que llamamos los numeros de la aritmética.

Este conjunto consiste en el 0 y ‘en los nﬁmeros asociados

J

gon puntos situados a‘la ‘derecha del 0 en la  recta numérica.
Su’ trabajo con nﬁmeros famlliares le dlo seguridad en tales

conceptos como las propiedades asoclativa, conmutativa Y oo e

- distributiva (ACD), nunllados ablertos, conjuntos de e a

valldez, etc,
Con esta preparac16n, estd ahora listo para dar nombres >
‘a los.nimeros que asignaremos a puntos situados a la .

‘ 12qu1erda del 0 'El conjunto total de los ‘nimeros corresPon—‘

~

dlentes a todos los puntos de la“ recta, esto es, el conJunto
‘de 1os numeros reples, es ahora su campo de actividad. '\f

"Conv1ene mencionarse que en este curso hemos preferido .
enfocar 1os numeros negatlvos de una manera diferente a la o \\ﬂ‘s
de algunos autores. En vez de presentar un conjunto nuevo de

“nimeros (los nﬁmeroa reales) y entonces identificar un
-subconjunté particular de éstos (1os nimeros no negativos)

‘con el conjunto original‘(lbé‘pﬁmeros de la aritmética)y -

hemos preferido el punto*de‘vista siguiente: ~Extendemos los

nﬁmg’os de la aritmética al conjunto de- los nﬁmeros reales, -
aﬂadiendo los numeros‘gggﬁtivos a los nﬁmeros familiares de .S

1a arltmérlca. Esto tiene varias ventajas: Primero, no
_necesitamos dlstinguir entre hﬁmeros "con signo" y nimeros "sin -
31gno"; para nosotros los nﬁmeros reales no negativos son los
nimeros de la aritmética. Segundo, no es necesario demostrar
que las propledades famlllare§ son vélidas para los nimeros *

. N - . N

a
o
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" no negatrvos, pues estas propledades se conservan intactas
"al extender los nﬁmeros de la arltmétlca. De esta manera,
.;Lf ‘i ev1tamos la c0nfu516n de establecer un "1som0rf1smo“ entre
;nﬁmeros positivos y “nﬁmeros=$1n signo Obsérvese que no‘
‘tenemos nec351dad alguna de usar’la palabra ambigua Msigno",
En general hemos tomado el punto de vista de que un
\estudlanté de noveno grado realmente‘giggg alguna experiencia X
con nﬁmeros negatxvos. "Esté en condic1ones de marcar los
- puntos a 1a izquierda’ del 0,y al hacer esto, efectuar la
.extensién a que nos referimos. \ ‘ ~ ;\\~\‘

Una refergnc1a general para el maestro en relacién con

este capitulo es Haag, Studies 'in Mathematlcs Volume III

Structure of Elementagz Algebra, Capitulo 3 pég. 3.16,
‘péglnas 3. 23 3.26. B \ s

" En este capitulo, tamiliarizamos al estudiante con el

~

LY 1la comparacién de numeros reales, y la operacién de-
determinar el opuesto de un nudmero real. Otra- secc1on se

~dedica a una def1n1c16n y al. .estudio del Valor absoluto

de un numero real. qui » debe seﬁa\hrse que se ameca la
+ técnica esplral " Esta 1ntroducc16n del. concepto del valpr
absoluto va seguld;_zakzada uno de, 1os capitulos que s1gﬁen

\por usos y grgﬁos de abstrac016n, cada vez, mayores, ‘del

eoncepto ‘de valor absoluto. El maestro no necesita agﬁ?ar~5
todo 1o que se presenta aqui sobre valor absoluto, porque
el tema reaparece regularmente. '
| M&s adelante en los Capitulos 6. Y 7, deﬁznlremos la spma
y la mult1p1icac16n de ndmeros reales, teniendo cuidado de
escoger nuestras def1nic1ones para que las propledades

N ' ’ .

- a
@ N »

. S - - [}

conjunto total de 1os nﬁmeres reales. Inclulmos la ordenac16n‘
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famillares “ACD de 1as operac1ones sean vélldas para todos - T
los nimeros reales‘ En lo restaqye del: curso, las opera- |

ciones con . numeros reales nos conducirin aimuchos temas

considerados habltualmente en los cursas de élgebra elemental

| Paglna 213 Introduc1mos los nimeros negathbS de manera ~
parecida a la que empleamos para identiiicar‘los‘puntes del
1adojderebhp de ‘la recta numéfice\Eg}respondientes a los

. nimeros.de la eritmetica.~ Nuestra notacidén para el cuetro
‘negativo, por ejemplo\ e§ by, y‘definitivamente queremos

"“". ge escriba en la parte superior 1zqu1erda ‘ e

que la raya
r En esta etapa ne deseamos que el" estudlante plense que algo N !
se ha ‘hecho al nimero 4 para obtener el nimero 4 s¥?o que oo

en verdad "4 es un‘ngmh_g del numero a51gnado al punto. . S ——

-situado cuatro unldades a la 1zquierda del O en la regta®’ :
D oe numérlca.\ Con otras palabras, la raya super;or no—es el. & - ~ -
simbolo de una operac16n, sino solamente uhg m marca de i
ident1f1cac16n para nimeros a la 1zqu1erda del 0. \ ‘
En la seccién 5-3, el estudlante estard preph:ado para o -
: cop31derar a 4 como.el numero obtenldo del 4 mediante una ‘
.operacién llamada "tomar el opuesto {* El opuesto de & que °
: _allf se intrbdﬁce seré‘feﬁresentado por el s{mbolo “4. -~
- Ahora la raya se ebcribe un poco mas abajo que en el caso de

“los numeros a la 1zqu1erda del 0 y -4 resultard ser un o
. , i

Cada” numero de 1la arltmétlca tiene muchos nombres y °

, .nombre més convenlente para 4.

\ . asf sucede con cada nimero negativo. . Por ejemplo, el numero
"7 tiene los nombres o . ‘ -

» . -14 . R Tt - - ——

- . L (7T x N g"(‘?’—%——? xis—), etc‘l-;.l

5
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. ,”‘ Al construir gréficas de nﬁmeros reales, el estudiante

\debaré saber que la recta numérica que dibuja es solamente

< una aproximaclén a la verdadera 51tuacidn de la recta £

‘numérica. Consecuentemente, cualquier informacién que
\dedﬁjeée de eéﬁé repféSeﬁtééiﬁn de la recta numérica es sélo
tan exacta como ‘su dibujo. \
~Pégina 98 Una vez que se han 1ntroduc1do los nimeros nega-‘\
tivos, tenemos 1os objetos con los cuales el estudiante.
“estard prlnc1palmente ocupado ﬁprante,los préxlmos cuatro v
afios de sﬁ‘gducéciﬁn matemdtica.” E5~mﬁy incpnﬁegignteoggner‘
‘\‘que‘reférirse“a "los nimeros que corresponden a todes‘laé

puntos er la recta numéfiéa‘ o a "los nﬁmeros de la aritmé-»

~~tica y gus” negativos" ‘y ‘asf solemos usar el nombre los

*
a

nﬁmeros reales‘\ No se debe permitlr que los estudiantes den:

5;\\\ importancia a la signlficacién de la palabra ‘read" . ~Es
‘ ‘ simplemente el nombre de este conjunto de nﬁmerod ( %

No es cbnvenlente ahora estudlar detalladamente~1os
ntmeros irracionales. La demostracién de que,J“ no es
racional se daré en el‘Capitulo 11 Mientras iantd,w
simplemente deseamos- que el estudiante vea un ejemplo de un

némero irracional tal como J“ é T ¥ que se le informe que

i hay muchos mfs. ° : B ~' . °
gina 98.. * |
‘ . Ndmeros Reales
* ‘ ~ ‘ m—-\
'~ Ndmeros Racionales - * Nimeros Irracionalds

v

B Ndmeros Racionales \ :

- . Enteros ..que no son Enteros
N o - *
Enteros '\~ Enteros . -~ o o S
Negativos QO  TPositivos NN A
) . . R »
3 Al
ot , "o d
1 o o
. N .
, - _) . 1 \ y .
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Una equlvocacién corrien;e ‘es creer que hlgunos nﬁmeros '

N

en la recta son reales Yy otros son 1rrac1onales. Debe *

 estimularse al estudiante a decir, por lo menos por ahora, .

=qu *"72 es un nimero real el cual es un nimero racional vy BN

1

un entero negatlvo, )% es’ un nﬁmero,real y tamblén un nﬁmero

racional; ~ 2 es. un numero ‘real y también un ndmero negatlvo
1rrac1ona1“ " Lo importante‘es que cada entero es también un
nlimero rac1ona1 y un nimero real"cada ndmero rac1ona1 es un

ntimero real,,y cada nﬁmero irracional es un nﬁmero real.

Paglna 99. El método de situar v 2 en la recta numérlca E
depende ‘de la pomprensién por el estudiante del teprema de

Pit4goras. De nuevo, ingistimos ‘en que no se permita

distraer la atencién de las ideas principales.de la seccién.

- 8i esto puede convertirse en una leccién completa acerca del

teorema de Pitégoras, seria mejor omitir la construcc16n.

Para el estudiante mas. capac1tado, el diagrama dado en

‘el texto para~hacer la gréfica de~f~ puede ampllarse fécil-

\ J3 NG, V5, JFE qtc. (E1 maestro no esti obligado a seguir
‘gsta iBgerencia.)» Dado el segmento unidad, de 02 1 en la’

N

~

mente para obtener un método de determlnar ‘sucesivamente

recta numérica, sea £ una recta paralela a dicha recta
numérica y distante una unidad de la misma. Supdngase que .

x .es uh ndmero mayor que o igual- a 1, para el cual hemos
’ LS

podido 10ca1izar-J‘ en la recta numérica. La perpendicular a

la :etia’numérica en J§ corta a £ en un punto B, y el cfrculo

. § \ e A - 4

“w
—
L4

0 1 V-] VX V5

con centro en 0 y radio OB corta entonces a la recta de los .

<
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nﬁmeros de la aritmética en Nx + 1. Aplicando la misma -

]

técnica a Jx + I podemos localizar ¥x + 2. Este proceso
. L e puede continuar indefin{.damente. _En particular, si x =1,

podemos determinar suces:.vamente J'Z' N 3,44, 'J'S etc.

De :Lgual manera, el ci‘rculo con centro en 0 y radio X
corta a B en un punto A, y entonces 1a perpendicular a { en
A corta a la recta numérica aritmétlca en ¥x -.1. Si

JX 22, ‘el proceso se buede repetir para obtener fm,\\y o

‘ asi ‘sucesivamente. o B \ | \
‘Como- un ejemplo, éupéngase que x = 16. Puesto que

\ podemos situar fécilmente NI16 = 4 en la recta ‘numérica, el

‘ gsquema anterlor nos permi\te ‘situar JTS y J17. Aplicando |

el método a cada uno de égﬁds, podemos localizar & y N18,

y as{ sucesivamente, i | e

Pigina 99 - El estudiante puede haber cre:[do en algﬁn momento :

. que N2 es un nimero rac1onal 'y esperamos borrar esta idea

., haciendo que calcule 1os cuadrados de varios' nimeros racio-
‘ "nales que haya llegado a asociar cen ~/"2 Esperamos que ‘se
. \ dé cuenta de que, F es un mimero entre - 1 y 2, entre l.ay

- 1.5, entre 1. 41 y 1. 42, entre 1.414 y 1.415, y asf sucesiva-
o mente. En el dapitulo 11,. demostraremos que J2 no es un
. miifnero- racional N . ’ >
‘ Pdgina 100. ;Es EJ—Z un mimero rac1ona1"‘ R ¢ 3 + \/T’ En

. 1
el caso de -2' 2, ayﬁdesele al estudlante ‘a razonar Gomo

\

sigue: Si 'fs/—i fuera un nimero racional, entonces
N * _ . * . )
2 x %J‘Z serfa un nidmero racional;.con otras palabras, v 2.

serfa un ndmero racional. Pero JZ no es un nimero racional.

(]

. 1 . . o, .
Por lo tanto, 3 v2 no puede ser un nimero rafional. De

. + igudl manera, debe confirmar que 3 + 42 no es un nimero

N ~




-

. . . »
. »

racional puesto que si lo fuera, entbnces*fi = (3 +-J_) -3
j“seria un nimero rac1ana1 No se debe insistir en este punto,
pero aquI introducimos por prlmera vez la 1dea de demostra»

‘ cién indlrecta (o demostracidn por contradiccién) En 1a
seccion 7-8, se dard un andlisis mds detallado.

‘Deseamos  que el estudiantq vea‘Qpe\hay muchos puntbs en-
la rgqﬁa-nhmérica sin coordenadas racionales. Aprenderd
eventualménte la manera de nombrar algunos de éstos, pero no
‘debe preocuparse\de‘esto por el\momenté. 'Para un Qnélisis de

la representacién de los numeros racionales e irracionales
medidnte exprgsioneé dgcimales; consiltese Haag, Studies in -
‘Mathematics, Vol. III, SMSG, Capftulo 4 y Apéndice A. .

~Respuestasg_];‘Conjunto‘_q.‘g_ problemas 5-1; paginas 100-101:

l.(a) (0, 8 75, "(®) S SERE R BT 4 S
® 3 5% @ TSI ;;\-gs P3N SHS S |

) N N N \ .
- Desde luego, *los puntos localizados serin s6lo

Aaproximaciones.\ Sin embargo, los estudiantes deben
habituarse a la idea de que hay\puntés‘eg‘la recta’
correspondientes a los nimeros utilizadog‘en\ioé\
ejerciciosy y que las representaciones que dibujan

‘en la recta numérica son. aproximaciones razonables .

Rﬁe las graficas de los mimeros.,

MR ]
*

(c) (‘(%):5’3-7» -(lnL* -‘7‘6 5 A3 2y 0 1 53 5
a b ):—( )) H } P !
(@) -3, "3 g—Zv BT 3 It
(@ (V. VB3 et

(£) T1, Q+x, Q+3)) =Dy o 16D i

‘ - 1,2 -,6 ‘ — —O— -8yt -+
() g\(%), G TR S S R Y A

\

] . * ]

3
i
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a

. (a), @, (fa), (e), (&), () ¥y (j) se deducen del hecho
ge que cada nﬁmero positivo esﬁé a la derecha del\O:%

cada ndmero negativo estd a la\izqﬁiérda del 0 en la iecta \f

de 1os nﬁmeros reales. \
(a) 3 estd a la-derecha de "4 ., .
(b) . 5 estd a la derecha de "4.° o«
" (e) T2 estd a 1a”derechaAdé 4, ‘
(d) 1 est4 a la derecha de NZ.
(e) 0 esté a' la derecha de G—)

‘(f) (5) y (10) son nombres pana el mismo nﬁmero ¥ asI

representan e1 mismo punto en la Tecta numérica.
. N
\(g) '3 estd a 1a derecha del 0. T

(h) JZ estéd a- 1a derecha- de 4

\‘\(i) : ( ) ESfé'a 1a derecha de ( | \’;
| 21 3y -3y - 16 ag,g_z_.' 7
E xR s (12)‘; ( 4)& 2. e
; - 63) esté a la derecha de “G—&J“ L e

LT s
‘Por la manera de construir los ‘némeros negptivos én

. 1la recta numérica,ael nﬁmero negativo '(gz), corf;si
pondlente al menpr«de los dos humeros de 1a aritmé-
' tica, estd a la ‘derecha de ( )  \; -
‘(jjal% esté a la dergcha de C—) \ -;‘~ .

‘

4

*




' Puestd que. al‘"rodar el circulo“ se marca en 1a recta
oo

numérica -una. longitud 1gual a 1a crrcunferencia del
- circulo, ‘éste viene a detenerse en un punto dé 1a ;“
. rectd m .unidades a la derecha del 0 Si el circulo se.
., rueda hacia la izqulerda una revoluci6n, véﬁﬁné a

»

’~.~*.‘ detenerse en un punto de la r‘hta numérica cuya coorde-
. nada es " R . ‘~.;w" . . o
\ : o SN :
Ch4 (a)‘ "2 es un entero, un numero racibnal un,nﬁmera real :

(b) (l_) es un nﬁmero racional 'y un nﬁmeto real

.
* .~ . - .

(c) J*" es hn nﬁmero real‘
S 'R

A=-{0, 1, 2, 3, N T R

B=1(3,2 3% ...} - WL

c=1{0, 1, 2,3, .. - o | g
L= "3, B <15 0,1, 2, 8e 5 .) |
‘N [1: 2, 3.\) 1 ‘;\:-15“;‘ “ : » e B ‘

5'

‘A, el conJunto de los nﬁmeros cardinales, y G, el con-
junto de los enteros ‘no negatlvos, son lo mismo, puesto
Y, "que ambos consisten en los enteros posit%yos y el 0.
B el conjunto de 1% enteros Qositivos, y N, el conjunto
“de los nimeros naturales, son 10 mi%poy puesto que ambos

”

consisten en los nﬁmeros naturales 1,°2, 3

. . .«

5-2. Orden en 1a recta ‘de 1os nﬁmeros reales

[ X

RRIN ¥
R

[ we

N L T
"L 0 . ‘ »

L)

_Suponemos- qug el estudiante esperaré que 1a relac16n
"es menor que" para~los ndmeros reales’ tenga el mismo 51gni-
ficado que ‘tuvo para lo que ahor§ 11ammmos los nimeros reales
. no gegativos. ‘ ‘ - L " T
Es po§1ble que algunos estudlan;es se pregunten si hay °
alguna otra definicién para ''es menor que" que pudiera Ry

R - e

-~ ) \

.
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"  habersé escbgiab. 'Si plantean la’ cuestldh, el: siguiente B

anéiisis de una interpretacién, razonable a prlmera vista,‘

puede ser dtil. Aunqué es menor que" se defini§ ‘para los .

e

nigeros -de .la arimméticaﬂcomo "esté a la 1zquierda de"\en la

~

,recta'numérxgi, tamblén podria clafamente'lnterpretarse .

\

. como "estd mds cerca del 0 que". Es entonces plausible que

" <" para+los nﬁmeros reales bien pudiera tener este ﬁltlmo »

»

: significado.~ Por otra parte, el eJemplo del terﬁBmetro no
X,

~concuerda con esta interpretacién, n1 concordarian otras

' copag’ famillares, como la variacién en gltura de las mareas.

o las elevae%gnes sobre y bajo el n1ve1 del mar.

v ‘Hay también una buena razén matemétlca para rewhazar esta
X

~1nterpretac16n. El matemético,nunca esti realmente intere-

‘sado en una,relac16h como tal, sino %és bien en las prople-\

» -

dades qué tiene., No importa el 31gnif1cado que se dé .a

: es menor que 3 3618 deseamos poder decir, por ejemplo, Que

_exactamente uho de los enunciados "3*< 3" y " 3 < 3" es

' hierto. La“interpretac16n plau51ble no permite esta

’comparacién, puesto que nlngunb de los nimeros “3y3 esté

>

més cerca del D que el otro. .

Péglna 102. Esperamos que el estudiante diga que:

< signlflca'"esté a 1a 1zqu1erda de" ‘ .

s.sgghifica "esté a la 1zquierda de o es elxmismo nimero

quen’ o . . : N \ N ‘ N . .
. ® ' .
> significa "estd é la éerecha de o es <l mismo mimero .
‘que";, . ‘ \
4. significa "no estf a la izqui;r&a de'',

»

¥ significa "no gsté a 1a derecha de'",

en la recta de los numerqs reales. Debe tener deflnltlva- \ -

mente una nocién del signiflcado de "<", puesto que gran’

parte del andlisis posterior de’l concepto de la ordenacidn
estd basada en "es menbF que". \ ‘

-

- - N . -

N N N N .
- - :‘ 1 t:l) . -
< .
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EX Al comparar nﬁmeros racionales.pegativos, los estudiantes

PN

3

~

deben darse cuenta\de que la propiedad multiplicativa del 1

puede aplicarse a convertirloé en nimeros racidrales repre-
o

sentados por fracciones con el mismo denomlnad Asi, -para

~.1\;: comparar '(13) y "(17), tenemos ’ R Lo :g‘
S e (e y o
e = B (i )

Puesto que 13 x 17 = 17 % 13, por la propiedad conmutativa.

de 1a multiplicéc16n, es féc11 comparar los. nﬁmeros

Respuestas al Conjunto de;p;oblemaé 9-2a; péginas 102»104'

e ¢

[ TN

1. (a) 3="1es falso, puesto .que 3 esté a la derecha de "1
. en 1a recta numérlca, y es, por tanto, mayor que 1.
Obsérvese una vez mis la comparacién fdcil de un

N

nimero pogitivo y un ndmero negativo. \\j.

) .2'<‘(7) es falso,- puesto que 2 estd a la derecha de

GE), y es, por tanto, mayor que (E).

(c) "4 % 3.5 es falso.. ‘ b .
(d)-.“(%g) < 72.2 es cierto. Transformando la fraqciéh :
- decimal en una fra%éign‘ordinaria, el _enunciado

puede escribirse en la forma '(lg)‘< 'iaz). Aho¥a,

( ) ( } Y, asI, estd a la 1zqu1erda de 33)

en . 13 recta numé;}gg.m Por tantog ( ) estd a la

*

izquierda de ~2.2.




| ‘(b) 2 <72 eq‘ﬁglsg.;

+

oo

-y
RN
L]

+
N S

oo . ‘ )
(e) '~§)\ (3 + 0)<es c1erto ‘puesto~que (3) y &2 + 0)

son nombres para el mismo nimero, y correspenden .
8

: ; al mismo punto en 1& recta numérica. Perq cualguier

niimero real es mayor qne 0 igual a sf mismo. _
La veracidad de los’ enunciados (f) -B;;) puede determi- .

A . “w

)

narse del mismo modo. que‘ia) y (b) an¥eriores; en. conse-

\ | : \. "" : \\ \n : i*a‘ \b/
(g) "6 >3 es falso. SR T . \ :

A

“(j)\ ‘ Tr¥ 2.8 es falso.

"El obJetivo ‘de ‘este ejercic1o es dirigir al estudlante

uencia, simplemente escribimos los resultados‘
P

(f) ‘4 # 3.5 es cierto.

‘N -

(ﬁ) 3.5<"4 es falso. -

0y

(i)‘-ZB < 2.8 es*cierto. S . N : N’\E

L 4

a comparar dos,numeros. Cuando el estudiante complete

A

el ejercicio, verd que hay solamente un enunciado cierto o

en cada uno de 1os grupos ‘de tres enunciados.

- (a) 3 14 <73 es cierto. ’ . i(

3.14 =73 es falgo.!
*473.14 > 73 es falso.

73.14 estd a la izqu{;rda de '3:en la rectﬁ,numérica,\x

y es, por lo tanto, henor que ~3. o .

2 = .2 es falso.

2 > 72 es cierto. .. |
(c) Simplificando los nombres de log,pimeros 9 ; 3
y 2'x 2, tenemos gl par 4y 4. ~/
) ) N -
N N
) \-'. ] .
L4
~
151 . i
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K J

. ;(a'.‘)‘
(b)

' Ae.> 4 es falso, 6 \§;§+§‘=- 2 x 2 es falso.

(e)

(a)

(£)
fs)

(n)
(1)

. < 4 eg falso, a6 -§-+—3 < 2 x 2 es falso.

‘ modo,

| '(—5—5) < (m) es falso
\.-(m) = ‘(m) es cierto.’

4"5&5‘“&,\‘)&&? . e & “"‘t. e S e % o ‘"‘i. © et
R A AN S . £ . e
N < N -
. » . R .
» A
. “ X
3 .
. ’ 135 b
K N
. .
% #r X
* \ s
*

2
"> + 3

2

. " . . \\

b

2

(d) si eséribimos ~0. 001 y\"(—-a-,) como fracciones ordi- ¢ ’ "

‘ narias, tenemos el mismo nﬁmero dos veces ea,—*el

par, en vez de dos mimeros dlstintos. Dg este
- o o

‘ . . L N N N I

! . ) #
L.

N i

i

:

-(‘1'5%)"6) > —(iﬁ%ﬁ) es falso. .

=
V\
p

O
=7
v
n

0-,-

T

Y

o
A
o
<
o
A
o
n'-lv
T
o
b o
<
-
L

NSy
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5.

= El conjunto de validez en este

v

to vacio, ﬁ, y, por lo tanto, no

tiene gréfica-!'\l estudiante d‘el;e,ri \observar que

de atuerdo con ®sto.

‘(ﬁ) *Un enunciadq cuyo conjunto de validez es el conjunto

de todos los numeros reales que no son iguales a
-3 es.~y_ 3. Otro es: y>3 6. y<3 Obsérvese

. que aungue los enunclados anteriores son equiva-

Y

enunc1ado es "y" u "o" e 1nterpretar el enunc;ado i

1entes mateméticamente sus traducciOnes linguisticas

difieren, y. es el enunciado anterior el que \

- describe dired%amenre el conjunto requerido.

\:(b) Un enunciado cuyo conjunto de validez es el L

conjunto de todos los numeros reales menores que 0

iguales a 2 es vx~2. Otro es: va— ~2. ."\ Y

- Junto de todos 1os ndmeros reales no menoreSQpe
(—5) es xt (-:-2-). Otro es: x2 (—) Obsérvese

aqﬁI que la forma alternativa es mids fécil de
entender‘ Esto puede sugerir al estudlante una

descripc16n 11ngufst1ca més clara para el conJunto \

‘a .

requerldo . . . . .- v

Si p es un ndmero real p031tivo cualguiera, y n es un

himero real negativyo cualquiera, entonces n estd a la

izquierda del 0, y. p esté a la derecha del 0;‘asf, n

estd a la. izquierda de P. (Recuérdese que este“principio

se usé para facilitar la comparacién de nﬁmeros en muchos

- » R

\(c)"_Un enunciado cuyo conjunto de validez es el con- e



3 J‘ &“

\‘\

de los ejerciciosxanterlores ) Se deduce~que "n-ep“
i‘§~¥%'° .y'™ #\p son enunciados c1ertos, y que "p <n" es falso.

El enunciado n'<p es cierto, pu \sto. que 51gnif1ca

A} »

T 1.

3 \ n'<p 0 n = p, y, aunque el segun enuncladn ‘es falso, °
, : o2

el primero es cierto. e o .

6. Si P es un nﬁmero cualqulera del conjunto de 103»
| 1\enteros,'el conjunto ‘de validez’ dek o S
(a) "2<p y p<3 -es(” 1, 0, 1 -2} . Expresado con
‘ palabras, este es el conjunto de todos 1os enteros

o e fk~ mayOres que =2y, tamblén menores que‘3. En la

)

- recta numérica, el conjunto se representaria*mediante
la sigulente gréfica. - T -

: : - - - ' . 1
1,

e —

v . < .

- s SR »

(b) p =72 y “4<p es, ("2, "3}, "Este es el conjunto
’

_de todos 1os enteros ‘menores . que T4y mayores que o

’

» “iguales a ~2. Su gréflca*es: - C Tos
e .
. iE \ (c) p=260p = "5 es (75, 2). Expresado con palabras,.
: ) %enemos la siguiente descr1pc16n directa dedgdte )
¥
S conJunto‘ el conjunto de los enteros 1guales a
. . 26 a"5. Su gréfica es“ ) : e
N S 't = 4 — ¥ -
T ~ -5 - ~ o 2

Ty (a) ‘Una elevac16n de temperatura\de diez grados a partir

de =5 significa que :la temperatura ha subido de

"5 a 0, un aumento de cinco grados, y entontes ha

xiw subido- cinco grados més, haelendo_que la lectura.

final de la temperatura sea 5 grados sobre™0.

a . -
N L . ~

- . . ’\ \

e
Ut
~d

I SR
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(b) Al haber un aumento ‘en temperatura de cinco grados o

desde 1a lectura inicial de 10 grados, el marcador

se ‘mueve cinco grados hacia’ el gero, haciendo 1a
\;flectura final -5 grados.‘*”““ T !

§

(¢) Un: aumento en temperatura de | 15° a 35° sobre cero
“1lleva consigo un cambio de 15 a 0 ~esto es, un .
- aumento de qulnce grados, y luego otro cambio ae™
"0a 35 sbbre cero,‘un aumento ‘de treinta y cinco

‘grados. El aumento total es, entonées, de- cincuenta
' grados. - . * X T

8. Usese -,~<, o » - para relaciongkwcada uno de 1os pares,

de q@nera que resulte un enunciado cierto. .. . N
. ‘~ Obsérvese que en éste y en la mayoria de los R ;
h siguientes ejerc1cios, la propiedad multiplicativa

-

&ﬂ]:puede emplearse para facilitar la cemparac16n‘

(b) §'> o - R e

*g‘>i'§ - “\(e) (3 <% |
( ~( L3 > (1—853) (£) "3 <@ N ~\f o

Paging. 105 Al enunciar la propiedad de comparacidn, y més

. adelante la propiedad tramsitiva, segulmos el convenlo esta-

blecido ‘en el Capitulo 2 de que cuando escrlbimos un enunciado

o aciica de nﬁmeros, afirmamos téc1tamente la validez de aquel

énunciado. \ ; .
La propledad de comparqc16n dada aqui ﬁf llama también

la Erogiedad de trlcotomia de la ordenacldn

Obsérvese que
ésta es una propiedad de <; esto es, dados dos. nuimeros
diferentes cualesquiera, se pueden ordenar, de manera. que uno

sea ‘menor que el otro. Cuando la propledad es enunc1ada,;

»
e »

(2 g

e

3.
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: debemos incluir la teroera posibilidad de que los numeraleS‘

L sean nombres del mismo nimero. De aqui el origen del término
“trigotomia .. o N

Aunque "a<b" y "b> a" comprenden ordenaciones diferemntes, i

gstos enundt&dos*ﬂicen~exaetamente la miamamnnsa acerca de 1os

" nuhexos a Yy b. De este modo, podemos enunciar una propiedad

de trlcotomia de la ordenacién que contiene a "> asi: S
' Para un nﬁmero cualquiera a, y un nimero
cualquiera b, sdﬂmmente uno de lns - ~ \
siguientes es‘ciergp: ) ‘ ‘ v |
a>B'fa¥1: E;a.
Si en. vez de concentrar en la relacién de ordenacién, '
;10 hacemos en los dos nﬁmeros, entonces~"a< b“ o "a>b" es
‘ \cierto, pero no aﬁbos son ciertos.’ Aqui fijamos Yos mimeros
a y"b, y luego decidimos sobre la relacidn de ordenacién
ibf aplicable. Se trata de" deC1dir en qué estamos 1nteresados. *
- los nﬁméros o la ordenacmdn. “La’ propiedad de comparacién
ccnc1erne a una ordenacién.
\Respuestas al Conjunto deléroblemas 5= 2b, péginas 105~106: I \\*w~¥
1. (a) T2<T16 . s J
(b) ~\2<0 e / ‘ :
Aqul los estudiantes deberén recordar que si un "
T nuimero es gatlvo serd dituado a 1la izquierda del ’
0 en la recta-numgrica real;\si es positivo, a la R
. derecha dél 0. En cénsecuencié, un mimero negativo 7
\  es siempre menor .que un nimero positivo o cero. /
Utlllzand? esto resulta mis f4cil resolver el N f“
- . problema 1(c) y otros de este mfismo conjunto de
problemas. : N ‘ : S B o
1Y * ¢ \‘-. $ T
\ ‘ &
> - - . N :
. . . ‘




T T LT L T 0 e s 0 s <
L 140 N » . R . ’ A
i‘é ' 2 ~ . ‘
Y 2 x 3 x Ay 2k dxh W R
. (f*fj?;"--)g< (“—3i1;3£-)‘ { T
- (e) 12 = (5 * 2)(7 _3.) . n g
\ Obsérvese el uso de la propledad ésoc1at1va al
. simplificar el segundo numero- .
. (5 +\2)\(7 ) = ' ~
) S h ) '
) : 7(7 S la)‘- ] o :
RO TEE I
¢ 12 " B
w) T2ce ) « |
2. Utilicese solamente‘"<" para hacer enunciados ciertbs,
(b) %<§‘ . * ’ :
() §<E ’
. [OR-2E3 .
ad - ’ . N >
o S R TP .
() 2 < 1B Whooe oo 3L EE - .
. 13 210 . 10 13 /
(g) 3(15 F=I{% Y IE<iE
ROREE (P \
(1) ~-l.5 < W2 .. Reruérdcse qual ) <f < 1.42,
*(J) 1.5+ 3<42 +.
' ‘Q Aqui’ el estudiante puede escribir 1.5 + 3 =1.4+ 3],
"y emplear las de51gua1dades L.4<V2 y 3.1<r’
' para demostrar que 1.4 + 3.1<VJ2 +n. Flnalmente,

@qui se ha antlclpado la propiedad "si a, b, cyd

‘v.

por la prOpledad tran81t1va, 1.5+ 3«<J2 +n

son nimeros reales para los cuales a <b ¥y c¢-=d,

entonces a+c<b+ d", que se estudla en el

-

Capitulo 8.

X

L,

@

1lén

*

~

\



3. Si a ‘es yn nimero real 'y b es. un~hﬁmer6‘real T

e entonces exactamente uno de los siguientes es ciento* Y,

m - a=b, a>'b\‘b>a. T
- ‘vRedactando de otro modo el ejercicio 1 y'ut;llzando los - jf
. .. pares de.nimeros dados: - - Co RN

(a) En 1(a) o bien "2 >71. 6 6 1 6>- 2 Puééto que’ |
oo T1.6 estd a 1a derecha de "2, "1.6 >72 és\el»enuﬁ-

~

~ciado clerto.. -
() 072 . ¢

(G) (2)(3)( )> (2)(3.)( ) o ‘ . ) E
v @&y o
‘ ‘ 36) ‘ . .; . " ‘ R v A

4, La mejor enunc1ac16n serfa: "Si a es Pn ndmero real
y b es un ndmero real entopces exactamente uno de
los siguientes es clerto* a>b o \a¥<b

Algunos puedeh decir: "Para dos nﬁmeros reales cuales~

o e) 12= (54 2)(F xR L | . oo
N . . : ~ T, : . . ;
C e R
quiera a y b, a>b o a*’b ) Si a<b y b<a, ‘
entonces a = b". El ﬁltlmo enunciado ‘es razongble y
pueril en aparlencia. ;Sorprendentemente resulta ser
uno de los, crlterlos més dtiles para determinar si dos
varlables tienen el mismo valor! En muchas ocasiones en
el andlisis matemétlco, por eJemplo, se puede demﬂstrar °
~con un argumento que asb y con otro que b=<a. Asi
. se puede deducir entonces que a = b. Dados dos ﬁume;
. rales, es cosa trivial verlflcar si representan o no el .
~mismo numero.; En el’ caso de dos nimeros, desde luego,
~ tenemos la infOrmaciSn\comgleta.‘\Es solamente guando - .
‘ nuestra informacién acerca de dos "numerales" es
x’, \ \incdmplgta que un enunc¢iado como, "si a‘ﬁ}: Y b\f_a\,‘ ’
entonces a é‘b",.puede posiblemente ser de utilidad como

’ . . . -

un instrumento.

.....

e
.
0 TN
o
/

.
k4
e
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‘pUede ser recibldo con un ";Y quél" por parte de los estu-

. diantes. Por otra parte, no sélo se puedj

que el estudiante puede | también apreciar su utilidad y quizés |

se incline a decir " quel ‘en una voz ‘més xmperceptible

matemétlco muchas otras rela ciones que tienen la propiedad

transitiva.

\piopiedad mul;iplicativé'del 1, 3 =3

\ Respuestas al Conjunto de Qroblemas 5- 2c, péglnas 106 107

-

geométrigas,,etc

-

Ves» igual a

Cualquier intento para

N

3Cﬁ§1‘es una manera‘fécii de decir

55

337

————

113

" 337 e .. 55
1i3.<3 .De igual manera, 3 = 3. x =%
+ 167 * *

3 < =5 -

1“ (8.) -(—) < §s 2 <v12’ -(5)‘< 12
(p) "w< V2 ,/5 <, WLT
(e)” "1.7 < 0, 0< 1.7,

(a)
. 12(5 + 5—)“ 12.§- + 12-3-\
(e) = =
‘ 3 3
\ _ 6+ 4
.o T3
_ 10
=73

1.7 < LT |
&b« i) TP <GB TG < (53)

Entonces la ordenacidn es

ﬁ

-(g') '3':

§

12(§ -g)

‘(%) <

1203+ 3

\

dar egemplos de

< 37 Por 1a
w 113, 339 °
T3° 113

3

dar‘ejemplosde 1& aplica-~

~c16n de la propledad tran51tiva de < con ternas' de enteros,
. estd prnpiedad uvtilizando fracciones, com en el texto, sino"

El estudiante veré en el curso def. su entrenamlento

' para nﬁmeros, "es un factor de

para enterbs p031tivos,'"es congruente a" para varias flguras
; \ y

, asi que

%g?, asi -que

»

s



(£)

e ® i .
3% (27 + 6) _ 3 x 33

- ., N R . N ~ N

| =1 -
(2x3)+(7x9) 6;63‘ s

(99 ><ﬁ3~)%- 99 x (3 x %-)5 N

T2 T2 T2 T2
que o \
3$<27+6< (E‘x 3) + (7 x9)
9 ‘ 6 :

Puesto que 2% < 23 23 - 99 y 22 < 9%, encont amos

(2%3) & (7%x9) < (99 x 3)3
2x3) 4 . ‘

(1)

- 1+()2<1+

2

.\

S - “1\ ’ . B
ax(27+6)  (99%33 e
e 9 - - ‘ \ .

2

e o | }
3% = 9, 42‘="16; y (3 + 11)2 = 49, Por tanto,

2R, W2 (3418, R (3402,
) - *(—lé)f "R ="t T = (B st

“(13) < (@) (@ < D) 6 < 1D,y

BB <D “ded.
1+%—=\%5 %— ) | ‘ . |

1 +‘(%)2 =1 + -}r= %;
A+ %= $2-% ¢

%m;, n‘<§‘ F<h S

1

B

N N 2 \ 2“ ‘ . R : \ : \ ) -

L 1 + 2 < (1 + _)2)1 + ('é')2 < (1 + )2.

2 ];43 LT

-




2 ,De tres mﬁmeros reales a, b, ye, si, a>b .y brec,

3.

‘Tlustraciones del nroblema 1:
\1(3-) —("'): g: 12‘ 12 >'§‘3 §> (':L » 12 > ('5')

2
1te) 32 w’=‘,~(3+u) : (3+u)2 , 42, u2>3 , (3+4) >3.

S N ;

AN

entonc‘es a>sc.

L I Y.

Arturo es més pesado que Roberto. R .

‘Roberto es ‘més pesado que . Carlos.

Conclusién: Arturo es nds pesado que Carlos. Sean a,

“b 1 ¢ los pesos de Arturo, Roberto y Carlos, respectlva-

Del primeié enunciado, a> b;

\\J..a propiedad transitiva para

rad

»

“

mente. o ) : - N
Del segundo ‘emmc:.aﬂo, b>e. )

De. la propledad transitiva, segﬁn estd"’ expresada en el
problema 2 a. >c,‘ esto es, Arturo es més pesado que
Catlos. : ‘ . -

¥

e

"= ag: Para todos los '

Kmimerqs reales "a, b yc, siam= b .y b= c, entonces

»

si Arturo pesa lo mismo que Ro‘berto y Roberto y Carlos
tienen el mismo peso s sabemos que Arturo y Carlos tienen
que pesar lo mismo. Si 3+ 4=7 y 7 = 5 + 2 entonces
3+ 4.=35+ 2. . ‘
_I\\; .
La prOpiedad transitiva para > s”er:ta Par? todos .los
nimeros reales a, b-y ¢, si dxb y bxc, entonces axc.
Sirw > 3.14y 3.14 > 2, entonces v = 2. \

(a) Los nimeros reales no pos:).tlvos constltuyen el

con_]unta de numeros menores que o iguales a 0; con

‘ otras palabras, el conjunto consistente en el 0 y

* todos los mimeros negativos. '

Ld “?

a=c., @ T . o ‘Q



> \‘ i‘: ) “' ‘ ‘:1.\ ; ’ : \ " ] \ . N ‘ \ ~ R N \‘ ) N ) 14? N
© {(b) Los ﬁﬁmérps*reales‘no négativos"conéﬁituyen el
: . conjunto dé nimeros mayoresique»o iguales a 0;
S . . con otras palabras, el conjunto consistente en e1
i cero y todos los* puimexps- ‘positivos. ‘ |
7. (a)\*\ ——Q y (25) Algunos“estudiantes pueden observar -
R ;; A ‘q - 15) = ~(1 7) y ( ) = ‘(2 ) Reflriéndose
. e . -g 12 \
‘ . ala recta numérlca, verdn que ( ) < (15)
) | Algunos pueden razonar de la manera 51guiente' Co.
> = ‘ . * N ¥
\ i ‘a _]..,‘é _ﬁ 3 *
s N ‘.~‘8)>\( ') 6 2. ‘ -
B 2.8 f(Zé) >f(3.§>. .
o 15y =25y
o osi )> 2 y "2 >v(12)3 en;onceg. Gg— > (12).
| ® & . | h
e e Obsérvesqque ( AR (7) 6 ( 1),y (-2) 6 (-m)>‘(1-3)

.éi\'(-%>\> (%) y (-2)> (-B), entonces ~(3]) > (D).

R (c),“(“*S) y (10‘*)

T . ot o Usando nﬁmeros'mixtos, ‘(145) k¢ gf.‘ .
» (104) ‘ ( g)' - | . A | ° ?
o 51 \'(52—§> <75y RC o
S b S » \ \ N »
! ' entonces’ ~( )< '( ) y (1 )< ‘({gi)
) ~ .AlternatiVamEnte, i : * ‘
145 140 - 105, - 104, ™.
L . \entonces (1#5) (10&) -
. ; e
% ) . ‘v
1 N » e Y
N . I-Qr' ‘~. ‘ o ;
> A .
\ :9/ N ‘
N N ’ hY
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"Los estudlantes han observado desde Iuego‘ya, que con 1a

‘ excepcién del 0, los numercs reales ocurren en pares “tales

‘que los- dos nimeros de cada par equldistan del 0 en:la recta

numérica real. Cada nimero de dicho par se 11ama el opuesto

del otro. Para completar el cuadro, 0 se défine como el

oy ‘ 3

)

‘~opuesto de sI mismo. \ ;‘ e e S

N i

Pégina 108. Al locallzar*el opuesto de un nﬁmeng dado en 1a S

‘recta numérica, puede que se desee usare un compés para

R

destacar que el nﬁmero y sw opuesto equldlstan del 0.. . >

‘"Pégina 109. Habiendo observado que cada niémero negativo es

- .escribirén -5, - 3, ﬁxf? etc. "Asf, leemos "-5" como -

" también el opuesto de 'un ndmero positivo, es ev1dente que no

‘tenemos necesidad de dos simbollSmdspara denotaf'los nimeros

negativos.~ Puesto que la raya escrita un poco més -abajo L o
".M es aplicable a tdodos los numeraleg para niimeros- rqales,‘ \

\ nﬂentras que la escrita arriba """ sélo tiene signiiicado

)-’\

cuando se aplica a numerales para nimeros ppsiﬁivos,
rgtenemos naturalmente la raya escrita méds abajo. ‘Hay otras

\ i .
razones menos importantes para desechar la raya escrita

-arriba en favof de la otra: mis cuidado hay que tener al

denogar fracciones negativas con la raya escrita arriba que ~

con la escrita més abajo; ademés esta dltima se usa univer-
sélménte, etc. De aqui en adelante entonces, los numeros
negativos comO“‘S,\ GQ), N2, y asi sucesivamente se S

. ) ¢ . &

"negativo 5" 6 el “opuesto de Vs Obsérvese que no. tiene



 solamente cuando n* és un himero posmtivo.

g

»
c e

wgigpificadofﬁeﬁif;“l es igual al negativo de~negativo ;“
i wl 1n \

en 'lugar decimos 2 5 s

es igual al opuesto de negativo

: ~ AN ®
6 “; es 1gua1 al opuesto del opuesto de ;“ f—~:§ N

El estudiante debe aprender a designar elmpuesto de un

hﬁmero especificado poxr medio ‘de la definicién. No se debe\

decir ni permltir que el egtudiante diga: “Para hallar el

.opuesto de un nﬁmero, cambie su’ signo Esto es muy impreciso

" (en. efecto, nunca hemos ‘afiadido un smgno\ a los himeros

\positlvos), y conduce a un élgeﬁra puramente manlpuladora

que’ﬁeseamos evitar a toda costa.
’
El opuesto ‘del opuesto del epuesto de un numero es el

opuesto de ese nﬁmero. ¢Cu51 es el 0puesto del opuesto de~
un ndmero negativv? El numero mismo porY supuesto., -

-

El estudiante sabe blen que 1a raya escrita un’ poco

\abajo

reservar la palabra "menos“ para la: operacién de resta y no

usarla como una palabra alternativa para opuesto de ‘ Asi,

al aﬁadir una raya a una variable, tal ‘como Hogh, ‘se leerd
"opuesto del'. . B .-
81 x es un nﬁmeto positivo, entonces -x es un nimero

negat;vo. El opuesto de cualquier nﬁmero negativo x es el

‘nﬁmero positivo -x, y -0 = 0. ‘Asf, el estudlante‘no debe

."precipitarse\a la conclusién de que cuando n es un némero

-

real, entonces -n es un nimero. negativo; esto es cierto

Y
~

No nos agrada leer "-x" como "negativo x". Un mimero

negativo es‘el opuesto de sélo un mimero posi%lvo. Leer

My comb* negativo x" implica que x es positivo, y

A N 2 : v

\
o »

se 1ee menos" en el caso de la resta. Preferimos
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o

deseamos que les estudiantes consideren a. x como un nimero

real cualquiera. - Algunos maestros leen "-x" tomo el nega-\

tiva de' x. En este sentido el "negatxvo de x“ es sindénimo

de "el opuasto de x". Preferimos lo ﬁltimo

1.7 (a)
O

{c)

' opuesto 8el opuesto de un nimero es el nimero mismo.

()

‘(E) )

(£)

¢

(b)

(c)
3. (a)

(b)

- Respuestas -al Conjﬁnto"de problemas 5-x3a, pégina 110'

Y

El opuesto de 2 3 es -2 .3.
El opuesto de -2.3 es 2.3.

AN

»

'El oﬁuéStQ dg‘“GQJB) es -2.3. . Obsérvese aqui que.el

El oaﬁesto de -(3.6 - 2 4) es 3 6 - 2.4, o mis
sencillamente, 1.2, . :

El opuesto de -(42 X 0) es (42 X 0), ? sencilla-

mente, 0. \ . ,

&

El opuesto de -(42 + 0) es (hz + 0), 0 més sencllla-‘\

mente, 42. o ~va .

Los ejercicios (e) y (£) ofrecen una oportunidad
pafé ver si las prqpiedades‘aditiva‘y multipliqativa
del 0 estdn bien afianzadas en la mente de los

-estudiantes.

8i .x es positivo,\entonces el opuesto de x es

. negativo.

. \ ‘
Si x -es negativo, entonces el opuesto de x es

~p051t1v0.: . .

9
Si x es.cero, entonces al opuesto de x es cero.

-

Si‘el‘dpuésto de x es un ndmero positivo, entonces
el nimero x e&s negativo.

Si el Opuesto de x es un nimero negativo, entonces
el numero X - eS8 p031t1vo

Si el opuesto de x es 0, entonces el ndmero x es

.0, pues 0 es el opuesto de si mismo.



4, (a) Puesto que todo nﬁmerO‘réal tiene un opuesdé} se

B
deduce que todo nﬁmero real es el opuesto de algin

-

nimero real . . .
~(b) 'SI. Véase 4(a) . - o
(Ej~ Todo ndmero negétivo es elhoéuesthde algin mimero -
‘ ‘réal (positivo); por lo tanto, el‘conjunto de los .
_nimeros negativos es un sﬁbcénjuﬁto?de& conjunto
- deetqodos los opuestos. o . L ’
(d) Algunos opuestos, a\sabet, los opuestos de nﬁmefbs~f
. negativos, no-son nimeros negativos. Por lo tanto,
el conjunto de los opuestos no es un subconjunto del_
—conjunto de los nﬁmeros negativos "

(e) - No." Véase 4(d) L - \ LT

\

Pégiha 116. Para juétificar el estudio de proPiedad de

los op&estos R seria conveniente considerar aqui varios otros

. paxes de numeros, por ejemplo, un par de diferentes numeros

A ]

positivos, un par de dlferentes nimeros negativos, 0y un

nimero positlvo, y 0y un numero negativo. o '.

L 4
Respuestas al Coqjunto de problemas 5- 3b, péginas 110~112

1. !Récuérdese que un nimero es menor que un segundo nﬁmero,

. sl esté a la izquierda de éste en la recta numérica !

’Ademﬁs, un nﬁmero pOSithO es mayor que un nimero nega-

tivo. ‘ . .

(a) " 2.97 > -2.97 : .

(p) 2 > -12 ‘

(c) -358 > -762 . T \,
(@) 1>-1- - : W

(e) -121 > -370 . '
“(f) o0.24% > 0,12 °

. I8y

— 149

\ \k

. -



(@

(b)

(i)

- (a)

o)
‘(c)

(@

(£)

3. (a):

»

()
(c)

* 1 - ’ . \ - .
-0 = -0. -0 es el opuesto dg 0 y ambos cc;rrésponde.n
al ma.smo punto en la recta numérica. T ‘
‘-0, 01 > =0. 1.
0.1%0. 01‘

...E- ( y ---- < B- o

-7 < w/§ y -f <T

™ ( ‘y‘ - -7- < =T \k

Tal vez sea necesario decir a los estudiantes que .\

L 3 1416 con la aproximacidn de una. diezmilésima ‘
y por otra parte pueden determinar -2?]‘74 = 3.1428 con .

la a*oximacién de una diezmilésima

3(... +2) = 3 X .g. + 3 x 2 por la propiedad distribu-

: w.va
vom 4 + 6 :
= 10 |
-2—(2(5 + \8) = (5)(20) + (5)8 por la prbpiedad distri-
. \ ‘butiva v
= 25+ 10 ,
= 35

~

. .
Puesto que 10 <35 y -35< =10, tenemos que

34 22020 - -2 . -3(3 \
3(§-+2) 4(20+ 8) yl 4(20+3) 3(4+ 2).

8 + 6y . _
(7)

Entonces, ~(§-_'7'"-—§-) y -2 son \nombre's pérael mismo
- 31 )@ = ~-0=0; - @5+0)$ = -15 Puesto que -15<0,
el segundo de los dos numeros- dado§ es menor que el

primero, y por tanto, el opuesto del primero es me~*
nor que el opuesto del segundo.

x >3 —+ s —t : M‘
x\>-—3b —_gm‘;—-ﬂ—ﬁ)
x> 3 ——
: : .
17n -
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~ ‘ El estuﬁiante puede utilizar un método sencillo de \

v 7
P

r tanteo en el ejercic1o anterior, o puede razonar
. de un modooparecido al siguiente. El enunciado

plice. el opféfto de x es mayor que 3". Por lo

' ‘\\ ‘4 »
. opuestos de miembros del conjunto que buscamos,
L \ el conjﬂ%to en si 1nc1uye -1%§, -4, -6.7, =10,
| -1000, etc. | o

Serfa muy satisfactorlo si los estudiantes

tanto; ‘el opuesto de x representaria ndmeros comogw

4 6. 7 ‘10 1000 etc. Si tales ﬁﬁmeros son

. ;(obsarvaran que los enunciados abiertos Mex >3" y
My <-3" tienen el mismo conjunto de validez\antes

de construir 1as~gréfié§s“de dichés enunciados.
» . N Fe e

(d) -x> -3 Q—n—-v-—&—u-—ﬂ—g———-—o——- .
‘4, (a) El enunclado es el siguiente: "El opuesto de x no
es igual a 3". Hay muchos nimeros cuyos opuestos nag
. o \SQﬁ;iéuares a 3; de’ ‘hecho, solamente hay un nimero
ii cuyo‘opuesto)§i es igual a 3, y éste es, desde
luego, -3. ©Por,lo tanto, €l conjunto requerido es
el conjunto de todos los nimeros reales ‘excepto -3.
(b) -x+#3 : .
Por el razonamiento de la parte (a), el conjunto:
.requerldo aqui resulta ser el conjunto de todos los
nimeros reales excepto 3. .
(c) X=<0 ‘
‘ ~El conjuntp\de val¥ez para este gnunciado es el‘

\\\. conjunto de todos los nﬁmeros realés menores! que 0,

¢ : ‘3es declr, el conjunto de los numeros negatlvos.
(@7 <0 - C

Aquf el conjunto requerido es el conjunto de todos
los nimeros reales cuyos opuegtos son mencres que

_cero. Ahora, si los opuestos de todos los miembros

~ . L
. .
N
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“de este conjunto son menores que cero, los miembros
"del conjunto deben se; mayores que cero; con otras
\ palabras, "ax< 0"y Ty > O tlenen el mismo conjunbo .
K B de validez. Ast, el comjunto de validez es el con-
;,1 f - junto de to&os los nﬁmeros reales positivos. .
(e) ) SR \ R X v
El enunciado estipula que el opuesto de- X es B
mayor que o 1gua1 a cero, esto es, que el opuesto
‘de x debe ser o 'cero o un mimero positivo. Por’
‘1o tanto, x tiene que ser cero o un nimero nega-
tivo, y el’ conjunto de validez consiste en tales :
miembros. " Recuérdese < ue una - descripcidn abreviada »
de est congunto es‘el conjunto de 1os nimeros no.
posﬂfizos. : '
(f) - -x< 0
‘ Aqui el razonamiento\serié‘paralelo a1~(t)*anterior:
- \ : ' Cada miembro del conjunto de validez es cero o un
v ndmero positivo. Una descripcidn abreviada de este

. conj&nto es el conjuanto de los nﬁmeros no negativos.

5. Aqui‘es p031b1e una vﬂriedad de respuestas.
() A es el conjunto de todos 1os nimeros reales. no
negativos. \
*x 20, -x< 0, x+0, -x + 0.
(b) B es el conjunto de todos los nimeros reales que no
J : son iguales a -2. o
* X # -2, -x # 2
‘También, Xx>2 6 x < =2,

(¢) C es el conjunto de ‘todos los mimeros reales que
no son mayores que -3. ¢ ° ‘ | -
x+ -3, -x 4 3. )

. También, x < =3, -x > 3.




 —— . s 12 3 2

6.

\(e)“E es el conjunto de todos los nﬁmeros reales.\

(d) ﬁ o )
»\x.> 0 vy x<0. .
También, -x < 0, =x> 0. . . ¢
x 20 & x=< Q. \ \ .
o ‘Tam'blén, -xsﬁO 6 -x> 0. R \‘ L
Hasta aqui el estudiante no.ha efectuado ope aciones de

suma y multlplicacidn con los nﬁmeros reales, de modo que’
estos enunc1ados no deben comprender tales operaciones,

o0 por 1o menos, deberé advertifsele contra el peligro de
‘efectuar operaciones con las cuales no esté familiarizado; .

~\(a)\x=<1 |
(b) =-2<x y.x=1.

§

- \

‘Este enunciado ablerto puede ‘escribirse mucho mﬁs
sugestivamente asi: ' a
-2< x 1. B
N Leerfamos esto del modo 31guiente. "y es mayor
que -2 y menor que o igual a 1", Esta terminologia
destaca ia representacifn de la recta numérica y\‘\‘
sugiere enfiticamente'que x es 1 o estd entre |
-m‘l.‘ _—
Nunca escribimoé, por ejemplo, "-2<x2x1" como
una forma abreviada de ".2<x 6 x21". El estu-
diante se ve obllgado a leer ".2.<x >»1" como |
. "x es mayor que -2 y mayor que o igual @ 1"; .con
otras palabras, leerfa "-2<x >1" comd una conjun»
. cién, cuando lo que se necesita es una dlsyunclén.

cg xz2=1 6 x>1,. ‘ ‘ .
(d) = = ,1 X< 2 6, ‘més brevemente, =2 <x <2,

(a) \7~2\es\e1 opues 0 de -7.2. "El mayor es’ 7.2.

(b) -3 es el opuestd{dé 3. El mayor es 3.

-

W2
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. 3 (3‘ - —) es el opuesto de -(-— -\%)‘ El ‘n\‘la\}yOI.; es

_(a) El opuesto de -7.2 es -(=7.2).

() =0 es el opuesto de 0. Ambos representan el mismo

L4

\ mimero .

- (9) JT". es el opuesto de 2. El mayor es N

(e) . =17 es el opuesto de 17. El mayor es. 17.
(f) 0.01L es el opuesto de -(0. 01) El mayor es 0 01

" (g) =2 es el opuesto de -( 2) El mayor es =(-2).

" (h) . -(1 -'-—) es el opuesto de (1 - 71;)2. El mayor es

N\

~(l-~4) . o \ | B ‘

_ 42
o (1B

a

R l ‘ ) .’ . | : .“4“‘ ar
G =P | o ~

Los okpuestos\ de (a), j(d) “(f) (g) y (1) puede‘n‘ d;arse"et;t‘

t.érminos ‘de los opuestos de los opuestos » por ejemplo, \

» »

(d) El opuesto de - ¥V2 es -(- «/-2), etc.

. La relac:Ldn ">" no tiene la prOpiedad de comparacién. )

Por ejemplo, 2 y -2 son numeros reales diferentes, pero

ninguno estéd mds lejos del 0 que el otro; con otras
palabras, ninguno de los enunciadas "-2 = 2", " 2 »2n

y "2 »>-2" es cierto.

La propiedad transitiva para "> " dirfia lo siguiente:

8i a, b, y c son mimeros reales, y si a>b y brc,

.entonces a>c. Este es, en efEcto un 'enunciado c:i.erto

como se- pueé\e ver sustituyendo Ta frase "estd mis d}.s~ "

tante de 0 que" i)cor el sImbolo "y dondequlera que

) OCLII'I’S. .

Ppp—

C (1) (1 - (7;)2) es el opuesto de (1 - (--) ) El mayorn\ i
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P o \ »
- has relaciones ">" y ">" tienen el mismo signi~

. ficado para los nimeros de 1a aritmética: "estd mds

‘mlsmo en la recta numérlca arltmética. N

(<j:)‘~ d - 10 >25; d es el nimere de délares en la deuda

distante de 0 que' ‘y 'estf a la derecha de" 31gn1f1can lo

1)

(a) s >-1(ff) s es el nimero que representa .la

\

puntuacidn de Juan.

\ (b) n=0 y nx-200; n es el nﬁimerb qﬁe repfesenté

mi situacién financiera en délares. o

]
B

v

. original de Pablo. (Algunos estudiantes pueden
observar que las variables s, n y d estarfan

‘\x

K

‘\ ordlnariamente restringldas a*ser mimeros ragionales
\representados por fracciones _cuyos denomlnadores son
100.) ‘

Siguiendo la sugéréncia .

-%g?~y Ig- han de ser comparados.\

' . Propiedad multiplicativa del 1

3305) =\‘gn“ - } o
2% > %r §§zr< 2‘3'3"“‘-11§< -13-

Para comparar dos nﬁmeros"racionales\negativgs,

utilizamos 1a propiedad multiplicativa del 1 para
comparar sus opuestos y luego utilizamos la \
propiedad de los ppaestos Para mumeros realeg
a‘l b, si a<b, entonces -b< -a. Podemos describir
esto brevemente~asi Para comparar dos ndmeros
rac1ona1es negativos (o positivos), los represen-
tamos mediante fracc1ones que tengan un mismo
denominador y comparamos los ndmeros representados
por sus numeradores.

i 155
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\5-4. Valor absoluto

© ideas mds dtiles en la matemétlca. Encontraremos ‘una

~ suma y multiplicacidn de ndmeros reales en los Capitulos \ ;

:6y7. Enel Capitulo 9 se utiliza este. concepto para

. " El concepto del valor abscluto de un nimero es una de las

i
aplicacmén inmediata del walor absoluto cuando deflnamos 1a %

P

N

definir la dlstancia entre dos puntos; en el Capitulo 11
definlmos*Jx2 como ]x] en el Capitulo 13 se presentaré un
buen ejemplo de una ecuacién con soluc1ones extrafias. En 105

capitulos desde el 14 al 16 consideraremos enunclados ablertos

‘con. dos varlablesa que contienen valor absoluto, y en el

Capitulo 17 este concepto nos dard ejemplos interesantes de
funclones. En cursos mis avanzados de matemiticas, en
partlcular en el anilisis matemitico y en la teoria de la

aproximac16n, la.idea del valor absoluto es indlspensable. N

concepto del valor absoluto’.’ Poz{otra parte, puesto due los

estudlantes parecen tener dificu

Pégina 112. La def1n1c16n*corr1ente del valor absoluto del

ndmero real n copsiste en que es.el nimero |n| para el cual
; si nz0 ‘ :
Ial - S
‘ - {-n, si n<0. ‘ ‘

Tambié&n de esta manera €5 COmO mds se usa corrientemente el

tad con definiciones de

este tipo, preferlmos definir el valor absoluto de un mimero

' de tal manera que pueda representarse claramente en la recta

numérica. Debe evitarse a toda costa que el estudiante .

considere al valor absoluto como el nimero obtenido al

Msuprimir el 31gno Esta manera de considerar el valor

absoluto, aunque parece dar la "res uesta“ correcta cuando se
3

aplica a nimeros particulares tales como -3 6 3, nos conduce
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Otros términos menos corrlentes para valor absoluto son

valor numérlco ‘nmgnitud y mddulo.‘

.

Observando que el "mayor" de un ‘nimero.y su opuesto es .

/

\ Justamente ‘la distancia entre el ndmero y el cero en la recta -~

de los nimeros . reales, podemos interpretar el valor absoluto

f"geométrlcamente

- E1 sfmbolo ~f~ 2 siem Ere denota el ndmero po ositivo cuyo -

cuadrado es 2.  El nﬁmgro negatrvo cuyo cuadrado es 2 se

1.

(a)

S

()

(d)

(o).

£

3; el opuesto del opuesto del qpuesfo de 3 es

escr:.be -»J':Z. \ ) T “‘aﬂ’?’

%y

Regpuestas al ConJunto de problemas 5~ Aa, piglnas 113-114

73 el mayor de’ -7y7esT.

3; el mavor de -(-3) y su Opuesto, -3, s E(-3)‘
6 3. ‘

2; 6 - & es.otro nombre para 2, y 2 es mayor que su
opuesto, -2. )

0; por 1la prOpledad mU1tipllcatIVa del O,

(14 x 0) es 0, y el valor absoluto de 0 es 0.

14; por la propiedad aditiva del 0, (14 + 0) es 14,
y l4 es mayor que sh’oﬁuestp, -l4. .

- simplementé -3, y el Opuesto de -3 es mayor que -3.

(a)

(b)

Si x es‘un numero no negatlvo, corresponde al

punto 0 6 a un punto ala dgrecha del 0 en la recta

es. Su opuesto, pues, estd

en 0 6 a la 1 quier&a del 0. Asf resulta que el

.mayor‘de x .y su opuesto -x es, en este caso, X.

&
Por def1n1c16n, _entonces, |%| es x, un nﬁmero

no negativo.
Si x esun némero negativo, corresponde a un punto
a la 12qu1erda del 0 en la recta de los nﬁmeros

Ry 3
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‘derecha del Q. Asi, pues, el mayor de x [y Ji _es,
en este caso, -X; con otras palabréﬁ? si x es un
“ndmero negativo, x| es -x, el opuesto de x, ¥, por
.consiguiente, un nidmero positivo. |
(c) Para’ cada nimero real x,\‘]\l es un- nﬁmero no
" negativo. En las partes (a)y (b) todos los casos,.
x< 0, x = 0, x>0, se han considerado, y en todos
~ell}as se encontr6 que ]xl es no negativo.\ (
3. Para el nﬁmero negativo X, ‘x] es mayor que X, puesto*
' que, para X negativo Ix! es positivo en v1rtud de. .
2(b) . Toda vez que un ndmero negativo cualquiera es:
menor que un nimero positivo cuaiquiera, x < ]xl para

A

todos los. x. negativos. A \

4. El conjunto {- 1 -2, 1, 2} es cerrado respecto de la .
I
;\operacldn de’ tomar el valor. absoluto de sus elementos,

o Tomando el valor absoluto de cada elemento dgl conjunto,

Ql-l‘ =1

encontramos que el conjunto de loscyélores absolutos de
los nimeros del conjunto, orlglnql es %1, 2}. Puesto que

S ae A i an

{1 2] es un sqbconjunto de (-2, -1, 1, 2] , este ﬁltimo
canjunto es cegrado respecto de la operacién ‘de tomar el

valor absoluto de ius elementos.

Pigina 114, Esta bien‘c~aro que en cada par formado por un’

‘mimero positivo y su opuesto, el mayor es precisamente el

‘nimero mismo. Adends, 10| se define sin mds como igual ao0.

Estps dos enunc1ados pueden expresarse 31mb611camente asI

S5i x>0 entonces Yr| = x. A '

J ' ~o “
. »
N 4 -
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SRR Para mimeq:qs negativos, la representacién de la rec;:a s,
. ‘mmériofa debe convencer al estud:.an-te de q&e en cada uno de
g los pares fo adcrs par egemplo con 5 - 32‘ -3 1 y«—467 y sui@

. opuestos .S i-, 3 Ly 46&, los mayox;es son ref\pictlvment,e,g . ' \\
- 5, %, 3. 1 y 467 Esta mi sma representacién no puede. menos de
ec&rles que en cada par . formado por cualquler nﬁmero nega—- \‘,\\ .

" t;iv | opuest:o, ‘el dnayo’r es el opuesto del nimero (nega- N S :
:?; L Tivo) ¥ “imb‘dlicament:e, si x ~=0 entonces | x| = X, \

“," ‘ \Hemos 11egado, por tanto, a 1a definiciﬁn cor\rlente del \ " ‘;‘
- valor absoluto.* Para todos ‘1:03 numeros reales x, ) -
. ST -x,x(o C \‘ T s
e Respuestas al Conjunto de problemas 5 l;b*'pag:mas 114-116 ‘

')(a)\ I-7I'<36-7<3 ' Falso™ R
. redisie e Certo . Do
T o) cle hcn . M Fafsc - o e . L
X N .(d) 2¢ ial 6 2{ 3 ) - Falso R : “’ R
(e) I-51 4 18).6 542 Glerte - 0o .
T “‘(f) ©23<17 Lo : clerto ~ o - :
(8) -2< |-3] 6.2 <3 T clerte | n

LR 186 1> I- Alows ¥ Falso
K Ta(1) [-2)2= w6 22 o o (j‘,ier‘to i » -

‘ (b), (e), (f): ‘(.8) y ? (1‘) .fson~ ciertos,

A Bkelsl=2rs=5 L

O -2|.,+ !3} 2+3=5 I '
T e =(2) + 481 <l S '
o ot eflel g 13l = (24 8) = 5 oo _
e) 1-71»3-5>=\7-a=5'~"*,; Cn
(1) zodla -3k o
*Y AN B s . .
| . ?* 1?\9' ! &?:‘\ s -
! 7..“». Q * N
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’ . 160 : . L -
S T e lv5! x 2. 5 x 2 - 10, - . .
: - q (h) -(1-51 -2) = -(5 -'2) =_-3 R Lo
R (1) -3l = f2l=3-2=1. 7 - R
T ) leel e 8l s2aes |
; \;~~\ \ ) ,(1-3],, 2) = (3-2)= 1., ' o
ST (i) “(-2] + 1-3]) = @43 =5 v
L ) ‘3-13-21="3-1=2.\ - o
: ) AT B = (7€)
(o) 15l x el =sx2iioe - .
- B -U-2lxsy=-(2x5)=-t0. T

(Q) "'(\ "'5l X l‘zl) = "(50)( Q)f -10

~.

\3. (a)” lx] - 1. E1 conjunto de valldg; ‘aaa 1, -1}.
- (b) ]xl = 3, El congunto de vall s (3; -3).

¥ 4
.

Algunos estudiantes pueden ver esto a stmplg vista

. j ndmero xy el O0en la recta numérica, asi, en (a), por

\~1“v\\ . ejemplo, x debe estar 1 unidad distaq;e del cero. - Por

1o tanto, x = i 6 x = ~1. Otros tamblén pueden Tazonar

s o como 31gue, para (d)? . . ‘
‘ . ) P ~g~ 4 Bara hallar Pl conJunto de vdiidez de 5 - ]x] = 2,
o si §h_0 | x] =x, de modo que- S -x=26x
a - si x< 0, | x| = -x, de modo que 5.~(-x) =
R S Y 6 x = -3. * -
L ‘ El conjunto de validez es [3, -3}
‘ Higase que varios esthdlante% expllquén su razona-
. miento, pues ésta es una oportuhidad magn{fica para .
*® .
- . \3 ) o ST . . . - N
C . e ¥ -‘ . . s - >
_ w\‘ \.‘ . ‘\'\\ ) .. L N : ‘ \ ‘ | i R .. i - i‘
o L : 18‘(‘)’ ' . o
¢ N . N = - »
. L . Ve T ¢

-

.ofYos pueden .pensar en. que] x| es la distancia entre el

. . . mismo q&e el de ]x] =3, ‘ ‘ e '
e :*(d) 5‘L;¥xl‘;=-2.‘ E1 conjynto’ de valiaéz‘eé {3, -3} -

=3, .

»

:j§~ (c) |x|"+1 - 4. El conJunto de validez es (3, -3}, el 32

~
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comprobar si entienden el concepto de valor absoluto.

v , . Para algunas clases aventajadas, tal vez el mae§trc

desee considerar ecuaciones tales como las siguientes.

B Athque el conjunto de validez es. evidente ,@‘la ap‘licaci.dn

del dltimo método anter:n.or es interesante. . -

L 5+lx]n2 .
1x>0 T\A] -x,asi5+x=26x=-3 x =20 y

x.= -3 po proporciona solucién alguna. WSiox <0, |x]| = -x,

de modo que 5~ x =28 x=3. x<0 y x=3 no propor~

ciona ilucioh alguna. EL conjunto-de valideg es .

un punto de part:n,da. Puede ser de ayuda para ellos el .

Aqui 1os ‘estudiéntg_s pueden \tener dificultaden ei;contrér

referlrse, al Conjunto de problemas 5= 4a, prbblemas 2y3. ‘

(a) "|x|> 0 es clerto para todos 1os nimeros reales x.

‘ T- 8L %20, ]x] > 0. Véase el Conjunto de problemas
‘v S-b4a, problemas 2(b) - '5" . RN
- 8i x< 0, ]x] *0." Véase el Conjunto de- problemas

a 3

L 5 lra, probléma 3(b).» \l . ‘ .

. e,

>,

(b) xs I'x] es cierto para todos 1os nimeras reales x..
Csi ox=20, x = |x|. Si x*O x'%‘lxl

(e) »~xs |3.:! eg ciex;to i)gra todos los nimeros reales X

Si*x>0, -x < |x|."8i-x< 0, -x= [|xl.

(d) -]x] < X es cierto par’a' todos ‘1los nﬁmer;)s reales x.
Si x>0 -|x|f<x. Si‘xQO-]x]‘ : ;

Si m_es el numero e dblares que yo tengo y j es':el\

mimero de délares que Jian tiene, 1a ﬁrlmera‘parte del

primer enunc:l.ado del pr‘oblema, "Juan ti\ene menos' dinero

que yo", puede traduurse.‘en j<m, y la segunda parte

del enunc1ado, "Yo tengp menos dg $2()“ en m <20
[T I ‘ ‘\ R . g ) . .

) \

\\

.



- Ahora tenemps a nuestra disposic16n los dos enunbiados

;g‘*ﬁ‘ ﬁ?; T 3k m P m'<20. Usando la propledad transitiva, :gnemqs L

Ti<ms20, T s
R R ' L
‘ ) con otras palabras, Juan tiaﬁe\menos~dé $20.

\erl\estudiénte%puddé construif”lé gréfi¢h~requerida;‘\
ensayando diferentes ndmeros como -valor de x en
el enunciado. En_lugar de esto, puede razonar de

. manera anélogé*a la siguiente'v El ‘enunciado esta-

1;[ o blece que MElL valor absoluto de x es menor que’ EAR

c R En 1a ‘recta numérlca, esgte enunciado se convierte

»

en "x es\menor que 2 unidades distantes del 0".
L N Por lo tanto, la gréfica dg "]x] < 2" qg 1a presen—

a

. tada apteriormente; - S .. : -

. . (b) K"Z yx\<2’ -—;W—

» » 1Y » Covae s N N
~ B N B R ~ -~
. N '

N . v ~ N N “ ’ -
R W

-d
P
-
2

NE N
»

Comosen la parte (a), en ésta el‘estudiante puéde,
N ‘365 » oY ~Siidontrar el‘conjunto requerido bien por tanteo,

» \ —

. o fecordando 1; 1nterpretadlén de Valor'absoluto
. o o v como una distancia en' la’ recta numérica, igual que

. . en el caso (a) anterior‘ ‘ : .

.. _(:1) x<-26~x>é~4-\—_g e g—

* 7. Las gréflcas de los enunciados en 6(a) y 6(b) son las

<

- o~ ‘ - N mismas . R . v NN - . N N N
o ‘ ' Las gréficas de los enunclados en 6(c) y 6(d) son las \
‘ “mismas.\‘ \ . ‘ . b
‘ v b ) - »
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El estudiante debe empezar a darse cuenta de que los

4 4“{" )

enunciadoé (é) 'y (b)‘ dicen lo mismou al igual que
“acontece con los enunciados (c) ya(d).
8. S1I x es negatlvo, el Valor absoluto de x, siendo el
mayor del par formado pcr el nﬁmero y su, opuesto es el

opuesto de x, esto es~

>

Ix] = -x 6 ~x = ]xJ

Puesto que -x Yy 4_x] son en este caso‘nqpbres para el
ﬁismo nimero, sus opuestos también‘seréh nombres para el - "
mismo mimero, asf que -(-x) = - |x]. Como el opuesto del”
opuesto de x  es X, podemos decir -(-x) = x, y final-
:{“‘~ mente, \
A . x§=\-lx].
9. "El conjunto de enteros menorestque'S e§ el conjunto
| "{e . .y =1, 0, 1,2, 3, 4).
El ponjunto de enteros meneres gme 5 cuyas valores ‘\
absqlutos son mayores que 2 es \ T o

s

'\:' o . L w ey ‘5; ‘4) '33 3) 41'

e -

=5y ~10 son ambos elementos de este conjunto, pero 0

no 1o es. L. oL !
* ’ L
® o o ' O—8—0—0—— ——t ! ——
‘ -6 -5 -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5 *
-10.- Tres ‘nimeras: . . L
) AN R . : y i)

,(a) En P pero no en I: Todos los pumeros positivos
NZy msy 5.3 »

‘w, .
v

< con la excepcidn de los enteros, 10,

- w o N N N . .
J . o, . s

etc.

a» N - *

Y (b) \En R pero no en P:° Todos los nﬁgéros r;algs no

positivos, -7,-m, ¢Q, 3, etC.s o4
’ .. N ¥ ‘.

2 N 0 . -
“ . . : . a .

-4
-,
-




e \ “(c) En R pero'~o en P nl ‘en I ‘Todos los ndmeros
:; C reales no p0s1txvos, con la excepcién de los enteros,»‘

R - ‘57, -2.74, -~-g- eNZyetes v

(d) En P pero no en R:" Todos los nﬁmeros pDSithOS no
ereales. \ C .
7 Reesto que no.hayaninguno, éste ed el. eqnjunto vacic,

AT . 1l. EY nﬁmefo‘que répfesenta los‘grast‘de temperatura’es‘t. K*”
(En este ejercicio 1ntepretamos "no més" para exclulr

 1ps extremos -5y 5. ) Entontes X .

x?a‘ lel<s
R ts«—s 'y t<5 6 -5<t<5.‘\ |

|Xf - Q tiene el ;onjunto de validez \LD} f~ ~\\‘ ..\¢
ol --1 tiene el conj““t° vacio, » como su conjun [N

»  de validez. Los estudiantes deben ecordar la dlfe~“{°

P Y i

. . rencia entre (0} ¥y 9) B

N ° > B N ‘\\l,

’j§-~¥";~ . Respuestas 2 loswproblemas de repaso~ péginas 119~119

\‘1; Los enunc1ados (b) & (d), (e), (f) ‘son ciertos,

,.\\'9 ;

aa . 2, Los enunciados (ﬁ) (d), (f) son falsos.\bt \ e

[y Y

~ .

R N N 1 y
T3 () et (o) ey ¢
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. v ) ey \g(d)*: v
~;\ l A N . . i . - N ?; -
L . . . o - - . » .
T . ‘ 4‘ (a) ﬂ M ® \ . N » A .
o '\ (b) £l conjunto d todos los numeros reales. . v
! ’ v - b SN >
’ (c) El conJunto de todos los ndmeros- reales mayores
R “ L _que -3 y menores que 2 N S . o
- (d) El conJunto de todos 1os nﬁmeros no positivos.
- - \ * R
' \. o \ . . > . 3, » oo
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(e) ﬂ

(f) El conjunto

3\

) 3. ifﬁ)“‘
. ()
S (e)
N\ -3 \
\ .
~ (d)

~e1 jueves, entonces

nﬁmero de grados de bemperatuta media~el viernes,

Yy ot gs como anteriormente, entonces

puesto que

,'E‘»;‘L\~

£

< =10, t < (-10) - 4

es el nimero. de grados de temperatura media,

(a) Si. .t es el nﬁmero de grados de temperatura media
t<(10)-—4 6

si f es el

“<f - 4,

?

y si interpretamos~“no mas" ‘para excluir los

‘extremos -11 y 1, entonces esto puede escriblrse

como un enunciado abierto cbmpuesto'
-11< s‘<1 6 ]s+5!<6

’ \

efc.

< 1l; 6°

N

-l

b

(a),.(b) y (e) son enunciados ciertas.

8

-9 B 7 -6 -5 -4'-3 -2- -h

]
¥

0

4
]

+
2

ad .

4

Si ‘n es el entero,!n +*'1 es su sucesor, y

n. + (n + 1) =n+1

cuyo conjunto de valxdez es (0)

cuadrado; s .

cuadrado,

\ ]

Un enunciado para esto es

.

s>0vy 4s < 10.
“~

>

‘%

>-11.y

44—

5

T
(aﬁ Si s es el nﬁmef@ de’ qﬁi‘dades del lado de este
es positivo y 4s es el perimetro del

-

¢
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2.

-

3.

~4. Para cada uno de los siguientesaﬂares, determina cudl
) e

5.

I,

~como £n’

el conjuntq de validez de A ‘es el conjunto de

\nﬁmeros

la_parte (a)

entre 0 y 6. 25. )

‘Puesto que A es.

Determina cuéles de 1cs siguientes enunciados son ciertos.

-(a) (4>=-((4»
(e -(I-51 % 1-7h) =12,

\ . ‘(E)'rg " £ .:'"
‘() -8l <8

L Capftulo 5 =~ °
S v
_ Sugerencias para exémenes

.

(@) lel 202l f“;f\v

Partiendo de R* conjunto de todos los” nﬁmeros reales,~

" sea un subconjunto de’ R,

PN ’.

subconjunto de”A, pero nd de B.‘

| ‘(b) si A%es el :mimero de unidades del §rea del

cuadrada, entonces A = sz, donde s >D¢x b 10

2

&%, 7
ton es un nﬁmero del conjunto de nﬁmaros entre 0 y -2, 5

.

~

ige C de modo que sea un -

Reordena los nimeros siguientes en brden ascendente~

S e U ]

- ? 1y

nﬁmero es élﬂmenor. o 3 .

(&) 2: 'I‘al
(b) -4, -7

5i a < h@ escrlbe unaenunc1ado ablerto que exprese la

. (c)"l-sl‘,

- 3.

A R 3

ordenacidn de -a ‘z -b.

»

.

13

(ﬂ) --j?...g :

-

-

-

-

-

»

'S

S N

»

’

.. * .

: describe tres conjuntos A, B, Cy cha uno*d%,los cualeS‘

>
RS



\ (@ (o) Il (e') (b)
R
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.6. Si a< b, (,seré posible- escribir un enun.ciado abierto

que eo\:prese la ordenac:l.dn de -a Y b? Expl:[calo . L

\
I fEscr:l:be‘ un ennnciago ablerto cuya grifica'es: * - ‘
‘ . \\‘ ~‘\ .5 .\s . ~‘\‘ ’ ~ ) . ‘ :I ‘:‘\
“ (a) . -&-—-M——Q.
. s =0 4 L0 0 2003 .
N (b) T —— e O——
" oo N . N -2 . - 0 » ! 2 3 . 4
' S Tee | T

L 8. "Si b es ‘un mimero negati‘vo, indica si cada uno de los,

siguientes es pos:n.tivo o negativo ,

3

quw"” @ - s () ]Iwﬂ

i Coen Lo . g:*\ . \
9. S:L 17 = - %%‘-2- y =17 = 323,‘-éx1§ca. /cémo se puede

19
o utllizar esta informac16n para -decidir cuél es el mayor
611' 324 -
d "3 Y"1 o

\

:\ 10. D:Lbuja 1la gréfica del conjunto de validez de cada uno -

. de 1os sigu:.entes enunciados abiertos o

(8) Ixl=3 = . R C)) Il <0

) Ixl-1=5" (o) x< ¥
(e) Ixl="0 | (£) ~ixl <o” -
. . >N . ) \
11. Describa el conjunto de validez de cada uno de los
siguientes enunciadés_a]:i‘ertos B : B R B
: : e
U a) xls>x - (o) x| =4
) Ixl<x @ klex

B
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‘12. Describe la variable y traduce cada uno de los enunciados

L 1inguisticos en un- enunc:t.ado ablerto,
1 A

’*“‘; . (a) »Peﬂro vive mﬁs _cerca de 1a escuela que Rafael y esté
‘ . . o a més de.3—§ millas de la escuela. 1,A qué distancia
' S 4 ) >
‘ sté la escuela de la casa de Rafael? \
- ('Q‘)\ Lb. nota de Enrique es 1 y la nota de José es J,
) * ylade _Enrique-es por lo menos 10 ~puntos s alta
; o ’ } que la de José.“. o \ )
NN 13 .\\\ (a) Sr x>r - y x< n, ,,,cuél es la relacidn entre
T y n? ,,Puecfe usarse:- aqui la propiedad transi- W
\ .+« tival L \ .
o lh.«iv Es el valoxr. absoluto de X siempre x? \¢,Por qué 0
) ‘ po:: qué n‘b" A
N 'Y :
- \ ‘ ’ ’
\ “a ‘ T .
N : - '
v, ~ € A N
. b ] . '
» . . BN i »
- - ) - .
i‘. , * »‘ .



‘ \nﬁmeros qon31ste en un conjunto de numeros y las operac1ones

" .ciones con ellos (1ncluyendo la de tomar el opuesto)

\chSlderamOS algunos eJemplos a,c‘érca de ganancias y pérda.das ‘ o’

’

Algebra... ‘ .F S T

TR N . . LY

T ————
EET— -

. N o Capitulo 6 T e -

. : o N ———

PROPIEDADES- DE LA soa P e

Uno de 10& objetivos princlpales de este curso es o 5ﬁf
estudlar la’ estructura del’ sistema de los némeros reales. -

\Empezamos nuestro eg;udio del con;unto de todos los nﬁmeros

reales en el Capitulo ‘5. Sin embargo, un sistema de

con estos nimeros. Por lo tanto, no tenemos ‘realmente el ‘ ;
sistema de los mimeros reales hasta que deflnlmos las opera- - - \if
ciones de suq? y multiplicacldh para nﬁmeros negativos.? :ff ‘
El objeto de éste y los dos prﬁximos capitulos es - IR
corregir esta deflclencia. Nuestro’ punto de vista’ es que ; |
las operac1ones deflnldas para los nﬁmeros*reales no _negar |
tivos deben ser -extendidas a. todos 1os ndmeros reales. De
manera que, las definiciones de suma y multlplicacidn para\‘

todos l1os nimeros reales tendrén que ser formuladas exclusi— e \

‘vamente en términos de los, nﬁmeros no negatlvos 'y 1as opera- v

Ddsde luego, in51st1mos en conservar las propledades funda~ o

»

mentales de 1as operacibnes.

El presente capitulo se ocupa .de 1a suma. Primero

para sugerlr la manera*de definlr la suma cuando intervienen
avdmeros negativos. La’ recta numérlca se -usa también para

ilustrar esto, ¥y finalmente se formula una definlcidn pre~

cisa,. prlmaro en nuestro 1d10ma y luego en el 1engua3e del

\ !
. El Capitulo 7 se ocupa de 1a mult1p11cac16n. ES mds .
dlfic1l ahora encontrar sltuac1ones de '1a vida real" que

N .



3

“«

*i\; \ sugieran lo que debe sgr la mnltiplicacidn cuando interv1enen
‘a S nﬁmeros negativos. No obstante, una. vez 1ograda la suma, la

~«4mmsmampropiedad dlstrlb%tiva suglere 1a manera de deflnir la

haad -
T ———i

multipllcacién. a _“—4—- “ ‘ : \~\ 5.‘

——

La ordenacién en los ndmeros reales se introdujb”en~el -
bapitulo 5. En el Capitulo 8, volvemos a la ordenaciéh y
obtenemos sus propledades con respecto a la suma ya la
multiplicacidn. Eh\este capitulo hay un cambio importante
R ‘ en‘huestro punto vista acerca de la ordenacidn. Ante-

e riormente nos hemos inclinado a usar la ordenfﬁidn como una.
manera convenlente de estudiar ciertas propiedades de’ los
nﬁmeros reales. En este: sentido, "< " o ">" fueron ‘

- : apenas- otra cosa que partes de. nuestro 1enguaje. En el~

Capitulo 8 tratamos + UM oomo una relacidn de ordenacién.

' f‘\\ Un ‘cambio’ anéiogo en el punto de vista tuvo que hacerse ‘ ;ji\:
j . antes en el caso de la suma, por ejemplq. En aritmética,

el s1gno "+" en la expresién "25 + 38" né es més, que un
. - recordatorlo o una directiva para 11evar a cabo un procesof
‘ aprendido anteriormente para obtener “63" La idea de "+“

comoO una operaclén a estudiar por. sI misma es en verdad una
noc16n“diferente de la‘'suma de la aritmética. Asi, en el

Capitulo '8, la relacidn»de ordenac16n 11ega a ser un objeto

R * . patemitico por sI-mismo. RN ‘
: . +Al final deliCapItuio 8, hay un extenso resumen en el
N o i v . - . N .

cual reunimos 1as diversas propiedades del sistema.de los

nimeros reales obtenldas
2
intento para empezatma_con 1derar el sistema de 1os nﬁmeros

\asta ahora. Aquf se hace un
< reales desde el punto .de vis deductlvo. Con otras

. palabras, dicho sistema es con do como un conjunto
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indeftnido\de\eiémentoé'dotado de un; operacién de sumar,

una operaclén de mult;ep‘licar y una relacién de ordenacién

\sujetas a ciertas progledades presupuestas de las cuales

 pueden deducirse: J!ﬁiante demostraciones tadas 1as ‘demds

Propiedades." T N ‘ - o
" El estudlante deberd’ aprender muy répidamente en el
‘presente capitulo a enconfrar sumas que conthPen mineros

‘ negativos. Esto es f§c11‘§ 1o*sugieren_comg\gtamente los

mismos eJemplos de ganancias y pérdidas. Sin embargo, e

nuestro objetlvo 1nmed1ato es mds ‘ambicioso que solamente

‘enseﬁar la aritmética de nimeros negaﬁivos. Deseamos

S

K]
presentar el he/ko Importante de -.que realmente 'se trata ae

una. exten316n de la operacién de sumar ‘para 1os numeros de

la aritmética (donde la operacibn-es familiar) a todos los

\~nﬁmeros reales, de tal manera: que se conserven las pro-\\
piedades fundamentales de la suma. Esto significa que

debemos\dar una d finicidn de la suma ‘en términos de sola-

mente ndmeros n negativos y las operaciones habituales con '
LN

ellés. Bl re ltado en el lenguaJe del élgebra es una

férmula para/ a + b que co'nprende las operaciones* famn.har%

dexla sumay la resta y la toma de opuestos, apllcadas a los

ndmeros no negativos [a] y | b]. La férmula completa

parece impresionante por la variedad de casos. Sin embargo,

la idea es sencilla y no es nada més que* un enunciado

general precisamente dello gue siempre hacemos al obtener la

suma de ndmeros negativos. .

El problema principal es llegar hasta la definicién

ﬁgeneral de a + b en una forma piausible.~ Hemos éséogidoj

el hacer uso constante de la recta numérica y especialmente.

de la interpretacién del.ivalor absoluto como una distancia

A

\
-

-»‘,,’ “

» “i - “
~ 5"’" ‘
vV

w
. *

N ¥
h ] )
‘1?
e‘
v
\ .
L

L X%
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q . ¢on “algdn detalle. Luego los otros caSQS se con51deran

:® . gradd def\§~
s la igualdad y 1 propiedad ‘multiplicativa de la 1gualdad

w2 voov T e

\‘.‘ N R -
' LN

a partlr ‘del cero. Por tanto, en 1a seccién,évi“\la nueva

~

R}

a +.b, segin resultaba sugerlda por" las noc1ones de ganan-

\cias y pérdldas, primeramente se representa en la recta
numérica. Se obfiene mov1éndose una dlstanc1a | b|* hacia
.1a derecha de ag“si b sgs p031tivo, y ‘hacia la izqulerda

—
de a, si b es negatlvo.‘ En la seccidén 6- 2, prlmeramgnte
se considera el caso de }a suma de dos nﬁmeros negativos

¢ mls brevemente hasta llegar a enunc1ar la. def1n1c16n -
general prlmero en el 1enguaje corriente y flnalmente en \ § 

.

el 1engua3e del élgebra. ‘ .

Loa comentarlos al pr1nc1p10 dei Capitulo 5 acerca de .. ¢

-~ % “_.
e

\antlguos estudlantes del S‘M“S 6. 8€ apllcan tamblén a{este

‘capitulo. Aqﬁmés, ob ervemos que el materlal de’ octavo .

\d

S.G. lef ha incluiddTa propiedad adltlva de

\‘ Estos estudlante ‘ﬂeberén con51derar féclles estas ideas .

permltir que como una consecugnc1a de %sto, hagan demasiado

¥ .
\ mecénlcamente su trabaJo con ecuac1ones. }g - .
Hﬁa'fefergnc;a sobre la exten516n de la \}érabiones o
N.para los nﬁggrgg dewié drltmétlca a los ndmeros reales la .

tenemos en’Haag, Studies in Mathematlcs, vol. III,

Strugasre of Elementa;x Algebra, Capitulo 3, secc16n 4"

\ 6-1. Suma de nimerds reales ¢ . ‘ ‘
Q El punto de vista bagado en las nociones de gananc1as y
pérdldas al sumar nﬁmeros positivos y negatlvos parece -
natural. Lo dnico que puede parecgr nuevo al estudiante es
T el gprmularlo med;ante nﬁmeros p051t1vos y negatlvosii/fﬂa
N ) i > . - i
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. Y - . 173
. . . . N
. 3‘3‘ . B : - : * o NN * N ')
,.‘\v- w&x“‘ A v > . 1 . . . . .
NEENCINN - R . . a :
= - ‘~ N . R R L] .

RY -

;\-}’égiha'ln’ Si sumamOS* ~0,'11(:’ \resul\ta movi;ﬂiento ajlguno.‘

Respuestas al Conjunto de problemas 6= 1 pdgina 123:

S*I: los- estudlantes han aprendldo a fondo la arltmétlca )

. T ’ de ;{ﬁmeros negatlvos~ es d‘ecu‘ si no tienen dlflcultad en
o hallar sumas tales como (- 7) +.S, enténées se podr:{a
S omitir- ibtpro‘qlema 1. - v s \
1. ,(a) . -‘6) + 8= 2. Se ganaron 2 yardas. .. .;\..**
] ‘ \ Cow
o ()" . (~60)+ 50 = -10. Juan tuvo una pérdida neta de
’ ’ . * \ N . \\ . 10¢ . ! A - .
o ' o, \ :
\ (¢) °  (~15)+ 10 = - 5. Clnco grados baJO 0 a0
- o (=15)+ 30 = 15, Quinpe grados sobre 0. .
N (@ (-6) + (-3) + 4+ 5 =0, La ganancia heta
.o - " - * . fue de 0 libras.
\ . o 4 . . 6 o ’ VY -
R N .. P > T ‘ NN N . R
~ 2. f(ayiow Coee = ; e
. . ' | ( ).t‘g;, ‘ \ . : ‘ ] ,i — @4‘ : 4 A .
‘-7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 I 2 3 4 §
X .; \ ‘ ) * !
‘La suma -es -6, . N
. 6 i \ 4
G UL S A S UL S ! y —T —
R I I R R RN -4 -3 -2 - R
. o . entonces - \
’ ) e - ’ 10
X N 4, . N
. ! >
\ ' t ! ' ' s r ' ' —t
> -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1, © 2 3 4 5
. N X LY
. La suma es -6 :
A Y “ -
\ . 3 .
» = .
L 4 \ 3
o . .
. PI. - -
! () . -+ — — - 4 L
-, s -3 3\ _2 l__l 0 ‘ 2 3 4 5
" - | | \—/ N
La suma, et 2 N . |
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. . N . . . v
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Coe
» / .- “n
N . . v Y
’ » ’ . h L
. N
»
2 » - -

t t
1

-3 . -2 -

N X .
N - >
LI L . ~entonces’ : .*
v v L t. a3
? “ R \‘
A - |
“ 3 Y i
N | L] M
v, 0 ' e ) “‘1“ - 0‘“ ‘ 2

La suma es 3.

S ‘ ‘;: » “5\2‘ 'I*
: ‘ A :

o (e) *

. 1 4 —
) ’ ;_3\ -3 _]‘ 0O . t

_entonces. e 2
. AN pOS. "IN
° > ﬁ._\ *2 N
7 ) N LI “n.\“ o <
> t ot
‘ . .0 i, 2

La suma es 0.- \ L

SN A
~ L en-25
;7 -6 -5 -4
1La suma es -5.5.
4

N . . -.4 N -3* _2 l -} 0 :.;;‘ 1‘“\3\ 2 . I,
v | ) entontes e o

- a N .

. Y N N y . N
< N S
v . \ :
» : B 8 . . . )
N o v - v )
N . * 1 < 0
) ’ 3 e oA Ve
. . : . ’ o N » N
- F ~ . .
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fa)

A (b)

;5 izqulerda. - e . .
‘ | {%) Muévase desde el 0 hasta €l 10 en la recta\
oo if numériCa, luego muévase 7 unidades+hacia la -
. \ izquierda. . ‘

.\(d); Muévase desde- el 0 hasta el 10 en la recta
. & \numérlca, luego muévase 7 unidades hacia la
o izquierda. ° : A S

’ (e) Muévasd desde el 0 hasta el 10 en 14 recta
. ' numérlca, luego muévase 1 unidades hacia la
T derecha. . ‘ *
| (£) Muévase desde el O hasta el -7 en la recta
. R . ‘ numérica, luego muévase 10 unidades hacia Iai
b izqﬁierda, | \ N
. (g) Muévase desdeel 0 ‘hasta el -7 en la recfa
v numérica, luego muévase 10 unidades hac1a 1a
derecha. . .
. . (h) ‘Muévase desde el 0 hasta el -10 en la recta
\ " numérica, luego muévase 7 unldades haq;a la
) ~ derecha. ' g»';‘ ;f
¢ (i) Muévase desde el 0 hasta el -iO en/la recta
. numérlca, luego fuévase 0 unidad { .
(j) Muévase desdeeﬂso hasta el Oteefgj recta
nféérida, luggo muévase 7 un%gédes h?c%a la
Y derecha. ’
4. En (a), (e), ¥y (3). N

5, 'Cuando ambos nimeros ‘son negatlvos, la suma

negativa, y as el gpuesto de la suma obtenlda cuando

»

~ derecha.\ }

. %‘W.~ NN -
. N . ) \d
RS ".\

& - .

Mhévése‘desaafél\o hagté el 7 en la recta
numérlca, luego muévase 10 unldades hacia 1a

.

Muévase desde el 0 hasta el 7 en 1a recta

x numérlca;'luego muévase 10 unldades hac1a la

L)

s .

W ambos nmeros son p031tivos.

’ -
* .
T -

*

N N . ) L]
\‘. \w s - ,




.\’;ﬁ‘ T (a)

(@)

(e)

:( 25) + (-73) = “o(1- 251 + |-73])

Aquf tenemos un problema en'el que 1nterv1en

Resguesta al Conjunto de p;nblemas 6 2a, péginas 125 126

(5) (-7) = -(]-2] + |-7|)

- -(%+7) . \ e ;\.“‘

b 0 Y ) ’ R o ?
* »

* Und pérdida de $2 segulda de vha pérdida de- $7

es una pérdida neta de $9

(1,6) + (-1.6) = ~(]-¥:6] + |-1.6])

= «(4.6 + 1.6) —_
= =-6,2 ° //_\.:/

~

Muévasé desde el 0 hasta el 4 6 en la recﬁa

. -

;numérlca, luego muévase 1.6 unidades hacia la
. xizquierda. Se 11egar§ a -6. 2

(- 33) + ("239 = -(] 33] + ]‘zgl)
‘ =-(33+ 23)

=6
Muévase desde el ‘0 hasta el —3% en la recta
numérica, luego muévase 22 unidades hacia la

3
izquierda. ' Se llegara a -6. - a

= -(25 + 73)
= -98 . \ ;
Una pérdlda de $25 segulda,de una pérdlda N

de $73 es una pérdlda neta de $98.

1 ‘ R
53**'*5 8

| 4

s6lo 1a suma de nimeros positivos, asi as q e
no\puede utilizarse 1a_def1n1c16n de la suma

de nimeros negativos.

!

A

1oy / |



ub

“ ' . % ":\‘ 0
) . o > » . . ro, ‘T, :‘
) : 7 . ‘ . o !
. - S
<a)'\(6)m7)£-13 (£) .. 15-1,. 1-41 5-4 L
() (-7) + (~6) = -13. =

-

o 5|—‘ (-\3),\=43’ .

(C) -(!-71 + |-6])=-(7 + 6) (8')
\ "lo}) =-(3 - 0)

iy " Mw) -0 -3 -
+ (4 =

T R

(@ 6 =3 T
(&) (-3) + 6 = 2 . (1y3+ ((-2)+ 2)=34+40
: \\‘ g s . T, ; :,;'g“T . .~ PO
3.(8) (-3} © 0 ey 8. - Ty
(o) \;[-\-3} o M’ @ ‘{;.335 j

4,

5.

»

enunciados se qbtlenen féc1lmente.

La distancia a partlr del 0 es (el valor absoluto .

de) 1a dlferenqla entre los valores absmlutos de
0 "

-~ N ~

3 R IS

'los pimeros®. . \ . \
Desde el puhto de Msta de la tecta numérica;‘ Si .o
la distanc1a que nos movemos hacia la derecha £s ;
_mayor- que la dlstanc1a que nos movemos hacig la .. ‘
iunlerda, la suma’es p031t1va, si la dlstgzc1a que~a7 v
nos movemos hacia la 1zqu1erda es mayor,: la suma es. .

negatlva. ' T ¥ . R
En rérminos de valor absoluto' Si el numerownega; 1?,)* .
thO tiene el mayor valor absoluto, la suma es R

. ‘

_negativa;
valor absoluto,
El enunciado es

»

no negativos de

Si =x

nuestra deflnlcldn se apllca.

Si x

si el nimero positivo tiene el mquf

la suma es p051t1va. :

Y

cierto para todos los valores

X, puesto que:

es positivo, -X es negativo, Yo

.
»

r
es 0, tenemos: (- l) + 0= -(| - 1]+ 0)



.o ) s Y. e o
A Lo K . - \w§ .
\"‘ ?\ 1}8 : * ) & Tae
N > s ! . oo .
o ‘;f | \
RN 81 el dom::.m.o de x sg exmende al cnannto .de
o S »' ‘todos 'las n\‘.'lmeros reales, el enunciado no es c:x.ertc, \
e - po:que si x ‘es negativo, -x es pos:u:q{vo, y ‘
‘j.*"\l_ ‘\ . nuestra defmicién para la suma. de dos nimeros nega-
Y. " . tivos no se aplica. S et \
N Respuestas al Conjunto de problemas 6-2b; péginas 127-129:
N L 2
oot L -
Tt L Ya) (»-5)+3=-(]5] - ]3]) RN .

T= (5. 3)

S e ' - ; =-2m ,
R R G L R I -1 B
N o L AT

. _ = -16 -
, - (e) -(-\-83)+o=—(|..§| - Jol) .
N : I &}8 DY \
; = -(3-0)
| S
R -3
(a) 2f+’. (-2) = l2| - |-2|

- =0
(e) 18 + (-14) = |18 - |-14| .

n
—
b
=

: - (£) 12 + 7.%" A
‘)\~ - C(8) €§ +5=1sl - 51~ T

o © (n) (-35) + (-65) = -(|-35] + |-65])
. . \ =-(35+65) -
- = -100 .

. ) ¥ 5 .
> -
. N ]
) *

1 05; ‘ “ \ .




'Puesto, que la suma de‘dos mimeros reales es, un

‘ nﬁmero real, el conjunto de todos los’ nﬁmeros

: reales es cerrado respectd de 1a suma

"3,f:Puesto que la suma de dos nimeros reales negativos
- es un nimero real negativo, el conjunto. de todos .
‘los niimeros realeq neggtivos es cerrado respecto ‘

~* de la suma. ‘ ‘ —

4, Laé temperaturas medias diarigs\fﬁeronﬁ ;

T+ (-7), S
ST+ 2;\
71+ (-8), ¢
1+ 0,

¢

0

73

n

61], S

68 2

A9, 8
71 + 12, é °
. T1 + (~6),8 65

.80

83

- - La suma de 1as varlacipnes es

‘ (7)+2+(-3)+0+9+12+(-6),67

(a) . Si x es: ‘
54 2= 7 es cierto.

5 entonces el enunclado

[(Blg,%}‘ y es =10, entogces’?l enunciado -
3 + (-10) = -7 es cierto.

8i a es -5, entoncés eI;gnunciadbs
(~5)"+ 5 = 0 es cierto.—

2
»

R ¢

Si b es 10 entonces el enunc1ado.
‘ 10 + (-7) = 3 es cierto.’ \ K\
R (e) Si x es 0, ‘entonces el enunciado .

L@

‘ N (‘g) + 0 =I—§ es cierto. ’

_(f) Si c es -4,\entonces‘e1¢enuﬁciado

(=) + ( 3) = -7 es Jgerto.
(g)

Si_ y es fg, entonces el enunc1ado i
. (-%)'+~§ = ~% es cierto, \ N

; . > (h) Si x es 20, entonces el enunciado !

".* ) 1 ) . “‘
; ~§(20) + (~4) = 6 es cierto.
? . — ™ ) -5 » * .
[ : » R - - ]
- . - \ o L




Lo - “
) \ .
SR (i) Si y es 3, entonges el enunciado
., . . \’;‘.\‘ ‘(3 + (- 2)) + 2 = 3‘es cierto. - .
T © (3) si x es (-1), entonces el enunciado
IS o ~ ~(3 + ( 1)) + (- 3) = -1 es cierto.
6. (a) Falso (f) Falso .
. ‘ “‘(b) Cierto o (g) Falso : ’
. ‘ ‘\(c) Cierto . ‘('h) Cierto
| (d), Cierto (i) Cierto - ‘
| ( ~ Falso I \ \
7. (.a Si x es la distancia desde el punto de
- partida (con el norte tomado como. la
. p direccidn posifiva), entonces - . )
‘ 40 + (-55)
~(b) \ Si n es el tercer nimero, entonces .
N2 (-9) + 28% n = (-52). - *
- T (e) | Si ¢ es la variacién de t‘emperatura‘ entre .
‘ |  las 4 P.M. ~)Klas 8 P.M., entonces ’ " w
. o -2+ 15+ 6+c=29. 1 !
(d) Si g es el nimero de 11bras aumentadas en’
T la tercera semana, entlbnces . - '
200 + (-4) + (-6) + go= 195.-
. (e) Si \s . es el ndmero de puntos gue varié en P
| ‘Ias listas de~ valores de las acciones,
C \ ‘ . 83+(5)+s 86-.
] ‘6—3‘ Prcgnedades de la suma S \
Hemos visto en‘:»}a seccién‘t’:-‘l que la définicidn de. la
. suma de nﬁme% reales satisface a dos de los tres requi-
si;:os que exigimos. Inclu"ye COmO un caso- especial la suma
, familiar de, numer:os de la arltmétlca, y coincide con nuestro.
’ sentido intuitivo de esta opera.cién, como se muestra al;tra-
. - tar con ganancias y pér'didas y con la recta ni.}mér?:ca{ El ‘
N ‘ . s 0 |
T . 24N oo
' . .
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tercer raqulslto es que la suna de niimeros reales tenga las,

~ mismas propledadés fundamentales que vimos tiene la suma.

{fﬁmeros de la aritmétlca. Sexfa embarazoso, por eJemplo,
que 1a suma de nﬁmeros de la aritmétlca sea conmutatlva y

la suma de nﬁmeros reales no lo sea:

Nétese que, aunque no las llam&bamos asi al hablar a
1os estudiantes, Jas prcpledadescnnmutatlva y asociativa,
fueron, para todos 1os propdsitos, con31deradas como
axiomas para el 31stema de los numeros de la aritmética, y!
la operacidén de suma fue considerada esencialmente como una

operaclén indeflnlda. Para .los nimeros reales, no bbsbante,

heﬂis dado una deflnic16n de la suma en térmans~de con-
ptos anterlores. 8i nuestra definicién ha\;ldo adecuada-

mente escoglda, debemos encontrar que las propiedades se

pueden demostrar como teoremas. Aunque muchos de los

estudiantes no comprenderan ‘esto’ del todo; deberd tenerse

en cuenta como referencia. N ‘

Hemos tratado de dar a los ‘estudiantes up sentido .
1ntu1t1vo de la demostrabllldad de estas propledadeSyfpero
muy pocos de ellos estarén en condiciones de seguir los
detalles. Sin embargo, para el,estudlante que sea hdbil y
esté\interesa { hemos dejado abierto el camino para que
se EOnvenza por si misﬁo completamente de que las propie-

dades se conservan en todos los casos, no 'solamente en

*

algunos casos partlculares que &1 podria tratar.

Pdgina 129. Quizds se desee recordar a .los estudiantes

algo acerca de la propledad de clausura: Para dos nimeros
reales cualesquiera ayb,a+hb €s un nﬁmero real dnico, .
Esta propledad se 1nc1uye en el resumen al Tlnal del

Capitulo 8. \ ‘ . -

»



Se han ilust;ado tres ‘casos de suma de nﬁmeros reales.
Ademés ‘del’ caso "familiar de la suma de dos nimeros posiiﬁ

/ tivos, qpedan ﬁos casos por ilustrar. ~Son: : .

a+b = -(lul - Ial), st o> lal ;-
por ejempxo, 5+ (<8) = (-8) + 5 LT
L) siwyo ¥ a<o

a+b=-(la] - IvD), st lal > vl
for ejemplo,(-8) + 5 =5+ (-8) -

N »

Pﬁglnas T29-130. Probablemente no es buena idea tratar .

)

de demostrar la conmntatividad en clase y ciertamente no
*» deberfa intentarse demostrar la asociatividad Hay que
consaderar muchos casos y es d1fic11 hacerlo 31stem§t1ca-
mente.. No obstante, a algunos buenos egtudiantes les gusta
gste tipo de cuestiones y puede que. disfruten tal -experien-
cia. El estudlante dlspuesto que\dgsee redactdr una demos-
\_traéiﬁn geperal de la propiedad cqnmﬁtattva de la suma de
nimeros reales para todos }os casos, po&rIa hacéflo del
modo siguieqte: » ,

Se trata de demostrar que a + b = b + a para todos los:

: nimeros reales a y b. . "

-

=Y . . Si az0 y b:;O a+b=>b+ a, porque son nimeros de
‘ ' - , Ia aritmética.

Si ,a<0 y \-b-:“O, a+*b = ~-(]a] + ‘b]),

\ ‘ b+ a-= -(]b] + lal).

{ Pero la| y |b| son nimeros de la aritmética,
; "asf que |a| + |b] = [b] + |4
Por lo tanto, a + b=b+a.7
Si a>0 y b<o, a = (lal = 1oDL o ay 5 1o
o +a=(la] - |b]) |
a +b=-(Ip] - lal} |
L, : si Ib] > la]
b +a=-(p] - la])f .
‘ -
. e
o r A . . N
o 202 >
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P
. - 183
- < B o
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* 3

~En ’cualquigfg de los dos _casos, '3\-!- b ¥=~\b + a, \pu\esto\ .

f—
.que los opuestos 'de ‘numeros 1gua1es son 1gua.1es

$i 2<0 'y b0, a+b=-(laj- ‘b‘)}si lalzlbl
)

- e - < . b+ a=-(la] - |b]
;. 0 ' ) ; N . = bl - ja
‘ . ) \ o a+Db (ll ]l Sil'Zla‘
T : . bd+a= (]p] -]a ]
. ' En cualqulera de los dos cagos, a + b = b+ a.,
wl
~ Un examen. cu:r.dadoso comprobaré 'que hemos considerado NN
<, »

-

tddos los casos pasibles, y siempre hemos encontrado que
4

?

'a+b=b+a. ) ' .

.
RSN -
N ) IR

yPor lo tanto, esto es cierto para todos' los nﬁmerog. reales .

» AIN .
a'y b. . . . .

Péglna 130 (1inea 1l) ¢ Cada par de nmnerales es el nombre .
- del mlsmo numero. > \

En el caso de la propiedad asogiativa de la suma, es

:unprobable que atin yun-buen estudiante deba t¥atar de

e mvdemostrar todos 1ps casosLa denostracis “‘es “Una ‘Carda

ted:.osa a causa del ndmero de casos a consi‘

calcular (a + b) + ¢, por ejemplo, hay que aminar -
- dieciocho «asos: ; ‘
' (1) a0, >0, ¢>0x ‘ BN
(2)-2<¢0, b<O, e<0O , . ' .

(3)" a0, b>o0, <0, a+bz‘]c1\
(¢) a0, b»0, ¢<0, a+b< e
(5) 'a <0, <O, >0, la+Ddl> ¢
(6) a<0, <O, ¢>0, ld+blc ¢ -
) a>»0, <O, ¢c>0, a>|p|
'g) a>0, b<Ho, «»0, acpl , la+d] >e
“ (fF a0, b<co, ¢30o, ac<|p] , \las+nb| <e
(10)¢ 2¢<0, >0, ¢>0, lal>D s la+b] >c
’(;11) a<0, b>o0, é)_(?,\llalz b, Jla+dbl<¢ ¢ -
(12) a <0, b»0, >0, lal ¢ b, o
(13) a»0, <O, ¢c<0, a Ivl, a+b > el
(14) a >0, <O, c¢'¢d, a Ibl,- a+b < el
(15) a0, b<¢0O, ¢<0, a < |v] . .+ .

o0 o0 o
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‘ et (169 a»,; 0, b 2 O" ’\C < 0, l%z :b. e .
. , (1’7) a < 0, 'b > o, c\< 0, la] < b 5 Lo+ b /;2 ]Cl ‘
v (18) a<0, b;;o, c < 0, ]al( b,, a+bi< c..

-

Ademés del. (1) y el (2) anterlores, hay dleca.self; casos mis

*

g pa;r:aa+('b+c)‘ .o
Si el estualante el persistente, 1nduzca.>ele a hacer una *

lista de los casos para (a + 'b) + ¢, como la que acabamos de
'presentar. Tal examen de las pOSlbllldadeS serla tan valioso

. cpmo una «demostracibn; si pud:.era exponer todos los casos
anteriores, podria cle:r:tamente entender la suma de los ntmeros’
. reales. : - RN ‘ = ]
T Pagma 131, la propiedad aditiva .de .10s dpuéstos dice que

la suha de ay (‘-a) s cero. ‘No dice que si’ 1a suma de = asif
y otro némero es cero, ‘el otro ninero es (-a) N Esto se demuestra

mis tarde. . . N . \ \\\
Respuestas a1 Con;;untov de ngl___ 6-—3 péglnas ;131 132 .
A - 1, (a). El nmneral de la’ :.zqulerda s’ a o |
) 3 % ((...3) + 4) (3 + (-3));I- 4 Propa.edad asocia-
- .o - L " tiva de la ‘suma
- » . * )
. - . =0+ 4 S Propi:edad aditiva -
o | de los opuestos
v ‘ El‘mimgral de 1‘*jerecha es w L
. . - O + 4. ‘ | ‘." R ~ - Q* tow
. | (b) El aumeral, de la derecha €% . > *

/ * . .
P ((-3) + 5) + 7 = (5 + (=3) )-+ 7 - Pfopiedgd cohmu~

. tativa de la suma'
‘ L]

RS

El numéral de la izquierda es

) | (5+ (-—3))‘ v,
. _ | ’) . N
4 v I,
* v
’ J -
3 : SR \

AN N




M »‘i." ;\ + 0w . R ‘\~ g hd . ) N
‘ ] N . \ N N . » “:' -y i 185 .
- - 3 R . . . ~* . . . . [N .
N . SRS . * ’
o : . i YL -
) . (¢) El numeral de J.a izquierda eos . e
o e A ZE . \ .
i L *(7 + (-7));!- 6 =0+ 6~ ' Propiedhd aditiva- de
“;\ . ’ N __— ) .\ : ;. L v
M . - . . 105 opuestos :
oo \; - ~ O =6 B "‘Propn.edad aditiva del
‘ e ] N \ e \» ‘ S M \ > s v * ‘ * . ) O : . ) -

. El numergpl_de 1a’ dereqha es. 6‘ o o~
TN o (ii)- "El nuthei::a.l"de 1a. 1zqu1erda es l L ™
N Y T e T
SR Nt 1“" } 3}‘“‘ ( 3) =1+ 3 + (-3) . “Definicién de
R Y. e : o T valor absoluto R

Lol SR (3+ (- 3>) Propiedad asof, = . .

IR ; clai:':i.va~ de la . n

. % T e L . suma = - 7 / NN
B B N . ) * ~’
Lo . .o =1+ 0 . B

. - = . + Propiedad a\dl-
: Lot Ce - tiva de los - Ly
v . N \ S opuestos TN o
) N ‘ ~1>:|:°t.up:[¢=:xslad ac‘l:u-‘~ oo
a u‘ e " EY numeral de la derecha es 1 - - |
: . © Cey El numeral de la derecha es . L R

~((--Il) “+ 3) + (—4) (-2) + (3 + ( 4)) Propledad asb-

IR ~ ciativa de la:

. } suma

o, . o - El1 humeral. de la 1zqu1erda es . ¥ o
(\ L - (2)+(3+(4)) R
S . \ (f) El numeral . de la 1zqu1erck_‘es ‘ L.
( 1-51) N 6 = (%5) + 6. -, Définicién de °
S - o ) Q valor absoluto.
. o =6 + (-5). . Propiedad

-
' ‘ - ** . . conmutativa de
- N R » o N
: ; R © .la suma
» . R . et . . T .
. R " El numeral de Aa derecha e
» * ) A .
[N : . ’ * s 6 ,+\ (_5) .
y Y ‘
» ~ r N
205
1




R e N £ IS S U S, JVE NN, TN

.,
L7
-,

-2 (a) %*—28-»‘(‘- 1%)?%(:?5+\ ('-:I%—) 28
SR = S

o (p) o7 (-18) + 3 + .73 = (. 27 + .73) + ((-18) N 3)

- S »*1+(-15)

[ o .

Soo0 0 e) (-5)+ 3+ 3% (-8) = (-5) + (3% (<8)) + 32

R E R

o e (1) 482

. | L= 2
KQN ’ “Q ‘ " k ' ' )
~ (a)‘ (-%-)+7+(-2)‘+(-§)+2 e .
R, . .
| ((- 2 + (- 3) +((9)+9)“‘7 d '
‘\\*i”‘i . .\: ( 2) + 0 +'7 . . ‘ - “‘“‘\;j RN “. ot

)\ | :m‘f\(e) ~3-+(3)+6+~3-+(2) R

G+ 3+ )+ @ +6> e

(2+(2)) +3

. .- * = 0+ 3
. N . ‘\ \ . v 3 .
(£) 253 + (-67’) + (-—82) + (- 133)
=253 + ((-67) + (-133)) +-(-82)
= 253 4 ((- 200) + (-82) -
‘= 253 + (-282) \ R
» ‘ :::-29 ‘ ‘ .o Vv )

Y
]

= 8.:- 7
o (h) (x +2) +:(-x) + (-3) = ;(x + (x) F (24 (- 3>)
. : S : '=‘0+(-1) |
= —1

o fi).‘W+(w%2)+{_w)+1+(3) ‘ .
St w+(w+(-w))+\((2+1)+(3)) \

* =wW+0+0 )
=W - : -
9 . \}' A
ERIC .o B 200 S

&) l-§|+§+(7)+|u|=(<§ §)+u)+<() CL
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Al

-

*5.

R

.81 a<0,

e [N Gt

Si a<0 'y b=<0; entonces

a+b=-(a|+|b]) "
=]+ lal)

A}

N

= b+ a
si az0, ‘entonc‘:es\‘\?
a* 0= a.
| entonces‘ ‘
‘a+0=-(al - |0o].
o= -(al)

= -(-a) |

L .y, - -
S . . . i\
(@) x =-x+ (=x) + 3 - : i
x ==(:x+(-x))+ 3 - '
x =0, td? . . .0 :
(b)Q: : 7V+ {»m)';aj\’ﬁi - B
m.+ (-m) +7 =f m ‘ g .
Qm+(m0+7 = m
0+ 7T = m N . '
T = m Je0D ‘ ‘
(c) n + (n + 2) + (-n) + 1 4 (= 3) = .0 °
S “n % (-n) + (n-+ 2) +1 +(-3) = 0 . -
\(n,;+(-n))+n+(2+1)+(3)r= 0" a
AERNCEENC) U T
¢ v ‘ “ | ‘.y n + o - 9\‘
(d) (y~ + 4+ (- b)) =-9 + ( 4) : \,0
A CENCO RENE TN CO R
T+ O _§\9+FM S
| Y TR () .
- . ' ‘ y o= 5, - . .

- de la 'suma para ni-

.

meros de 1a aritmé-
tica )

Definicijén de la suma

N Y
N

‘Deflnica.dn de -la suma.

Resta c‘oan' en la

aritmética "
Definicidén de valor
\ absoluto para ‘un -

‘mero. negativo
-Para todo- a, el
dpuesto del opuesto

de a es a. .

Definicién de la suma
Proljiedad conmutativa

Definici6n de la suma

T
.
»
N
o
‘e
-
PV
.
Ll
&
.
¥
‘~
-
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. 188 | o - v -
! ~ 7 - >
AR . J ‘n‘ » - >
({ '° > . * - " ; T ¢
4 Y %, sita=0, N v
a+.(-a)= o+(\03 : : ,
fi ) ‘ N M ‘1\ W h N » . - e c “
Jf ‘ \ : D .o=0+0 El opuesto de ® es 0. *
R S oL =0 ( Propiedaqd aditiva del 0°
\»;‘ o "i. - Si a, * O ) re . t '\J ) o \ ‘
;o L. o N . - '
. . o bien a . ey positlvo o}, . ngpiedad de -compara-
VAR T e a s és‘negatlvb.. \ cion e
N \ ‘ . ~,Si ‘a . es.positivo, . . C o
. N | . '& i R ‘ . i . . - ‘
- . -. ~=-a es negativo. " : D§\ T S
N . rS Q R - . N
o 7 81 a es negativo, b BN eflﬁigiéﬂ de ‘los . B
: o \ »! opuestos
S S -a - es positivo. ) ‘ \
. ",‘ l l = ]-a] T ‘ Definicidn de’Qanr\
. absoluto oo
"+ Por lp tantqb a+ ( = 0. Definicién de»la suma -

?

o 6»!(.~ La propledad adltiva de la igualdad

>

. Se puede reconocer la "prdbiedad aditiva de la 1gualda@"\
en el enunciado trad1c1ona1 "si nimeros iguales se suman
‘a ‘mimeros - iguales, 1as*suhas son iguales .Aunque ten-
““drembs ocaslones frecuentes de utilizar esta idea, v
‘. “ \preferlmos no tratarla como dna propiedad de 1os¢nﬁmeros
realqs, porque en realldad es sélo una consecuenc1a "de’ dos
‘nombres para el mismo numero. El nombre “propiedad adi- -
- tiva de la’ igualdad“ serd una manera convenlente de nefe-
rirse a esta idea,cuando nece31temos usarla. -

- Desde otro punto de v1sta, la prOpledad ‘aditiva de la
1gualdad se puede considerar como. una manera ‘de decir que ° -
la operacién de la suma es univo%%, esto es, el resultado
N . . de sumar dos nﬁmeros dados es un s6lo nimero. Con otras~
palabras, 31empre que sumamos dos ndmeros dadds, cbtenemos

.-, el mismo resultado. Por lo tanto, si a, b,y c¢'son nimeros

'reales, siendo a = b wentonces .puede considerarse que el

N kY
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\‘nombres a y e que cuando tienen los nombres "b" y "c"

.‘Estaremos en llbertad de utllizar esta propledad de la suma

\Péglq_ 134. Mg

"h;cemos. ‘Veremos algunos problemas donde;no hay ningin

» - »

‘enunciado 2% ¢ = b + c" nos. dice que el resultado de

sumar los dos ‘nimeros dados es el mismo cuando tlenen los
nw._n

Péglna 133" Apnque 1ndxcamos la suma“por la derecha, 1a

. misma propiedad.seré vél;da,-dg Qg luego, para la suma

indicada por la izquierda:

v o Si"a\= b, entonc s c+a=c+ b '

r a
»

‘por’ 1a derecha)b pm; la izqulerda. ' - ‘) . .

s tarde, n los Capitqus 7 y. 13*nos ocupa-

remos de 1as ycuac1ones eQuivalentes N4 1as operaciones

adm151b1es q‘é mantienen equ1va1entes las. ecuaciones. - Por
e1 momento,,sln ‘embargo, . obsérvese que todo lo que reclag-
mamos al apf

si un numer hace cierta 1a.ecuac16n orlginal haré

Y o . o \

fo presentado en el Capitulo 7. - Recomendamos la
:jostrada én el ejemplo 2. Cuando el estudiante esté
}mlllarizado con la propiedad adltlva de la igualdad

ser. estimulado a pensar en la sumayde.% a ambqs

fun nimero x, entonces,' sea escrita en todos los casos,

s tacando de esa manera el 31gn1f1cado real de ie que

Tjimero x que haga ‘cierto el enunc1ado, y esto Justlftca la

fecesidad de tener cuidado.

%

AN

.

icar 1a propledad aditiva de la 1gualdad es que \
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5"~ Respuestas ‘l.ConJuntO de problemg_ 6- -4 péglna 135

- .1 estudlante debe estar en condiciones ‘de dar una
razén para cada paso al resolver una ecuacifn. Qu&zés se .
‘desee que las ‘dé por escrlro si es asf, probablemen e s

N convendré sugerir abreviaturas para haéer esto.

2 - L. si x + 5=13 es cierto p ra algﬁn s

entonces X +*'5 + (- 5) 1= 13 + .( 5) es c1erto para el
g mismo x,

N
~ - - -

v‘.‘ o ‘ . \ ~x\+\0'\"/8

~es cierto para e1
“ e * mismo x. &

| ‘ Si. x =‘§;}{ N : .. .
S . . el miembrb de la izquierda es 8+ 5 =13, ..
. o y el'mlembro de la'derecha ‘as 13.
Por lo tanto, el conjunto de’ valldez es {8],

1a ﬁnlga soluc16n es 8

]

2. . - S8i (-6) + 7 = ( &) + x es cierto para algﬁn X,
\

- . N

entonces 8 + ( 6) + 7 8+ ( -8) + x es clerto para’
‘f . < el mismo x,

B
X . ~
<)

$ »

o " : N el mismo’x, .
o - \ ‘es cierto para,
‘ RN el mismo x.

. . . osi x =9, e
, ‘ ‘el mlembro de 1a.12qu1erda es (;6)‘+‘? =1,
. | ! :y el mxembro de la derecha es (-8) + 9 = 1.
‘ ‘ ~ ~~ ' Por lo tanto, el congunto de validez es (9]

LY N
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) \TN

es cierto'para el
. . . >
§ i . .' \ A BN ‘ * ‘. N ) ‘( * miSmD x’ RS N ’

o g.9\“0'¥:x " es cierto para
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o algﬁnx, T

entonces C . ‘(—2)» ‘=_ x + \(—1)«2‘ ‘es cierto ara
Koo a ) el mlsmo xi ‘

v (=2) + 1 =t (- 1) + 1 es cierto para *

\ .'\.\ " . o T, \w=.".\.m:1:20:s:,2
: ‘ l -l\afx A es ciefto para

. o \ ¥, el“mismo X,
Si K“"l,) . i \\ :

Ty el miembro de la derecha es 4 + (-1)+‘(-5) = ( 2)
“La solucidn esk-1. ‘

&, si(x + 2) + x = ( 3) + X es c::.erto bara algt‘in %,

PR

T % B PL)

. entonces ‘2x + 2 = (-3) +x- es cierto para ‘el mismo
. x’ W .
B 2x+‘2+(-x)+(2)
T = (- 3) +x+ (-x) + ( '2) es cierto para el -
4 I \ mismo x,

e *

X = -5» ~ es cierto para el
. mismo x. ;
Six = -5, ‘ e N

A
o -

‘el miembro' de la izqulerda es
T (e D)+ ) = 63 F D) =y
<y el miembro de 1a derecha es (- 3) + (= Sﬁm

Por lo -tanto, el con_n,mto de validez es {-5}

5.0 B ‘51(2)+x+(3)=x+(-) es cierto para

‘ < ~ algin x,
‘e“nﬁonces % i P x4+ (-5) = x + (-i) es cierto para el
o, ‘ T - mismo x,

‘=‘('~x\ )+ x+ ("g') " es cierto para el*

\ 5 mismo x,
. =5 =-3 es cierto para el
! \ : ,misSmo X.

)

.’

- el miembro de la izqui.erda es (-1) + 2 + (—3)=(—Q,

N3 st 1+ 2 + (-3) = e 2+ (=-5) e “clerto para

~
»

?
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L Tt Pero --5 = -% es. :Ealsd; 10 que "contfadiéé la
P g N N X . P K - .
Lo suposic16n de que la ecuacién era cierta para
\ L RN .
. ST ~a1gﬁnx. .o o . v
. - f\ .~ Por-lo- tanto, el conjunto de validez es {b . ;
.. 351 ]x] + (=3) = ] -2 + 5 es cierto para
. o N -+ algin x,
T entonces lx‘ + (- 3)+3=2+5+3 es\ciento para el
W T ’ ]x] ‘ L\ es cierto para el
\ S 1 ‘ ‘ - A mismo xj . \
R . X = 10 6 x = 210 es cierto. para el
' - L ‘ ‘ i A ) N i ) - mist x.: :
' Csix= 10, o - | ,
T el miembro de la izquierda es ilol + ( 3) =
B y el miembro de 1a derecha es]-2!+5-2+5-7
RN : 'six = -10, R
o " el miembro de la 1zquierda es l 10‘ + ( 3) =
N \ . ‘
o » . 10 + (-3) = 7,
S - "y el miembro de la derecha es | -2| + 5 =2+ 5=1
) ‘ Las soluciones son 10, -10. .
? . - o » . . e N
7. . \Sl (" 3) + ]x] = (-3) + (- 1) -es cierto\‘pai"af .
;T +1 * algin x, ‘
*  entonces- 3 (-3) - | x]= 8 + (-—-)+(«-1) es cierto para el
8 mismo x, ‘
\\ ) x{= = + é--)+( -§) es cierto’ para el
e e e e o \ mismo x,
. . N - i - N lxl= __]:é;!._ . j ‘ . es c]terto para el
: ' o | ' mismo x. -
‘a “ . M {
R ] ) ;' N -
N )"
* N N h "
N ‘ '\ a ,
v / . ?? *
' ’ v ] ’ ) * é\ ?
R . l¥‘ - . . N




Pero lx | es no negatlvo para, todo x, lo que -

' contradice la sup.osicldn de—que 18. ecuac1<5n era

, . cierta para algﬁn X. N - N -

> No hay soluca.dn. \ ST .
S h\t 8. . “S:i. Tox+ (- 3) = ] 4] + (-3) es c1erto para‘:
. ‘ \ . algﬁn x, \;~f;
‘ entonces x (»3) + 3= 4 + (-3) + 3 e es. c1erto par‘a el
-0 ’ \ . xmb4 ., es \c'ie‘rto‘ ara el '

. mismo x.

Sl x = 4

v

él miembro de 1a‘12qu1erda es 4 # ( 3) = 1

'y el miembro'de la derecha es 4]+ ( 3) =
. : x ' 4w (-3) = 1.

-
N N v Y

. Por ‘lo tanto, el conJunto de valldez es {4).

™

9. 81 @4)+(x +1) = X + \(x+....) ¢ es cierto para
- .. o algﬁn X, \
en’tonces\ x+(--6-)~ +*-:g- = Zx + % ’ es cierto para

el mlsmo X, -

¢ x+"(-x)+(-%) + (-%) = 2x+t (-x)+(— -) + %es cierto para
) \ - el mlsmo X.

~ 8~‘§ F .
- -6- - x
A ( N A L /
S R R
Si x= - 3> \ '
. el mlembro de la 1zqu1erda es :
e 4 4 1 8. .3
o8 ‘“ ’ . . * B N . . »”
. o , - ‘
y elamlembro de 1a derecha es ‘ N
3 +('3 2) st € 9) + 2 : ‘ :
9 A ‘ . - lé . R Q: .
. \ 4 6
-t La solucidn es -3
. ) A | .
‘ 219 ,
-

- >
. N
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. - Péginas 135-139}\\Esta es'pfobablemente‘la prfmena experié;cia f

dél estudiantéﬁ&%n algo que se asemeja a uga~déméstraci6n -
- formal. Su principal \dificd‘fi:ad\équi ‘es ver 1a~nec«e\'s\\idac? de
A tal demostracién. . Pedimos al estudiante extraer de su expe-
| \ riéncia\el;hecho.dé qué paié‘céda nﬁmerbgggg otro ndmero -tal
que la suma de ambos es cero., A %ismc; tiémpo » puede. muy
~bieﬁ‘d’bteﬂer'de su‘expeyienciagél que hay‘sélaménte.§§ tal
- nﬁmero;\.ngf qué, entonces, aceptamog la primera idea a gase
de?la experiencia, pero degostramos la segunda? La razén es
que EodeﬁoS‘demosgrar\iafségunda.“fias\dos ideas difiérén:en .
. que uﬁa debe‘se£ extrafda de laagxperieﬁﬁia, mientras la @tré
no. La existencia-dél inverso aditivo es gh‘géte\séntido una
" {\ e ‘ided mfs fundamental -que 1a‘ide§~de que hay‘solaménté un tal
. nﬁmérd?\ Expresado @és fprmalnfente, la éxistencia del *
) inverso aditivo es una supos}ci6q§ 1a\g§§§i&a& del inverso.

*,aditivo es un teorema. Refiérase*a Haag, Studies in \

oL ~Mathematics,‘Vol)iII’, Structure of Elementary hlgeg:a, BN
‘\MC\apItulo» 3, seccidn 2, piginas 3.\2—3‘.7 .  pa’r ~ leétura éomplemen-
e tarisa. \ N o .

- - " 2 . N ) .
R Por. el momento, hacemos las demostracioneg®de manera

informal 'y tratamos de conducir al estudiante 3 este tipo de

pensamiento gradﬁal y cuidadosamente. En est

y  punto de vista acerca de la dem®stracién no consiste~en
\l~. demostrar rigurosamente todo lo que decimo S a estas

alturas no podemos, sino que tratamos de dar al estiudiante

curso, el . *°

v * b . £
una iniciacidn, dentro de su capacidad, en el tipo de pensa- .
o . miento que 1llamamos "demostracién'. No debemos impresionar: *
"al estudiante desfavpraﬁleménti dando demasiada importancia

_ ‘ oo .
. a,esta cuestién, y no hay que Hesanimarse si algunos no dan

en ei‘clavo‘inmgdiatamente. Analfcense las demostraciones
Y . W8 -~ ) e

i : *




ante ellos, tan clara y sqnc11iamente como Sea pos1b1e. \_Q
Esperamos que al final del aﬂo tendrén ya alguna 1nclinac16n
. hacia el razonamlento deductivo, y con ello una mejor idea de
‘la naturaleza de 1a matemdtica, y quizés un. §Jterés mayor en
el élgebra, debldo a la importancia de’ las demostraciones en
la estructura. - Para- lectura fundamental acerca de 1a demos»
‘trac16n,refer1mos al maestro a Haag, Studies inrMathematlcs,
,S‘“Vol III, Strutture of”Elementagy Algebra, Capftulq 2, .

seccién 3. o - D . \

* Pégina 135. (~3) sum%do a 3 da 0.
4 sumado a -4 da 0.

\ Pég1na 136 .- Sumamos (»3) a fin de que. pueda utilizatse la

propiedad adltlva de los opuestos para escrlbir el miembhro de
la izqulerda del enunc1ado de una manera mis sencilla. :
3, 5, -6.3 cada uno tiene un solo inverso aditivo. Puesto
que el’ conjunto de los ndmeros reales es Lnflnito, no podemos

emplear la verificacién “individual para_confirmar que el
‘inverso aditivo de cada ndmero *real es Unico. ‘
Pdgirma 137. Hemos utilizado la prOpiedad aditlva deola

1gualdad y la propledad adltlva del cero. Las otras dos

_\razones son la propiedad adltlva de los opuestos y la propie-

!

gad adltiva del cerc).

Respuestas al ConJunto de problemas b- Sa, pégiua 138+ )
1. Egpca&a»una de las partes de este.problema,el _
numéro para el cual el enunciado es cierto se
determina casi 1nmed1atamente por la un1c1dad del

"~ " inverso aditivo, esto es, 'si x + & = 0, entonces
L ]
z=_Xa

®



e - ® -5
R O T N > N
' (e) 8 | t . ;\“‘\w ) 3. .:¢ |
. (d) \’% . oL o . :; (i) . 3\: . .
‘ .(e) .

-

2. SI porque por él t;oféma 6-5a sélo haﬁ‘un valor: ‘c\‘
" p031b1e para la varlabie, el 0puest0 del niimero X
- al cual se suma la variable para obteﬁen\ﬂf \

Pégina 139 Demostrac16n del teorema 6 5b.

*

(a + b) +((~a) + (- b)) = a +b+ (-a) +(~b)* Pro‘p\i‘e_dad aso-
ciativa de la
' suma

L S ¥ a+ (-a)) +6}|-‘(-b)>‘ ?mpieﬁadés conmu- .
‘ o SR " “tativa y asocia-
y T ‘ tiva de la suma °
: =0+ 0 Propiedad adi-
. o S o tiva de los
;/fw ) ‘ . : . \ . opuestos
R e =0 . Propiedad adi~-

> . - tiva del cero
: : RN

 AsI, -(a + b) = (-a) + (-b). ° (a,+ b) tiene
s$1o un inverso
. - ‘aditiwo.

~ N . ~

Respueﬁf’s al Conjunto de problemas 6- 5b, péginas 139- 140 &

1. (é) “(x% +y) = -x) + (- y) Cierto, se demostrd en la’
' . seccidn 6-5.

f(b) -x = -(=x) Puesto‘qué f(-x) = x, esto es falso
-para todos los mimeros reales x

LS

X excepto cero. .
(¢) -(=x) = x Ciérto para todos los numeros
\ - reales  x.

Al

(d) 6{»&- (- 2) = (-x) + 2 Cierto; un caso éspecial
de (a), donde y= =2, ~y = 2, \

.
RN
H




-
> ~ - 7
-

NS ‘(e)\ a -+ ( b)) = (:f_)/lf‘b Ci‘erto* un caso :e-.‘spe‘cialv

- .
»

‘de (a), donde x = a, '

3
>

(g)

\ para tqdos 1os numeros rkeales. o

s ) | . . y = '-b ‘X) = ( a)’— o
' - o . (-y) = . ‘j‘.ﬁ‘\\f\
. (f) Para a=2, 'b = 4, el enunca.ado se’ conv:.erte en
(2+1\4))+(2)=4 S
' . ) "'Z" = z‘-; ) S IR \

]_o cual es ;Ealso. El enunc:l.ado no es cierto

‘Aunque esta demostracmn meda.hnte un -
eJemplo contrad:.ctorlo es suficiente, se puede

razonar tamblén de la s:.gulente manera‘

)

Mediante apl].caci@ de las ‘propledade& asociatlva ‘

2

y conmutativa de 1a suma, la propiedad ada.tiva
de los opuestos y la propiedad -aditdva del cero,
obtenemos -b = b; con: otras palabras,' si

" (a + (- ‘b)) + (~a) = " és fertqpara todos los
mimeros reales.a y b, entonces "-b = b" es cierto
para tbdos los numeras reales a, b. Pero

"-b = b" es cierto solemente para b = 0. Por lo
tanto, el enunciac!o " (é + ‘(-b)) + (‘-a) = b!' no es
cierto para todos ‘los nimeros :peales ay b.

(-x + (-x)) = x + (-x). Cierto; un caso \éspe-.
cial de (3), donde x = x, y = (wx) (-y) = x.

x) +(y % (- z)) -‘x) +(( -z) + @ Propledad conmuta-

t'lVa de 1a suma

RE N

((‘X) + ( Z)) + y Propiedad asocia- .

tiva de la suma
(-(x‘+ z)) +y  -(atb)=(=a) H~b)

R =. y + (—(x ,+_\z)) Propiedad conmu=
“ L " tativa de la suma



4@ . L.,

\o ' . N ‘ o -
. (3'};64‘(4)'!‘5)*(3)v+(‘6)+4+(5)es B
cierto. . N 3. R .'.. ‘;

£y

El opuesto de la suma de cualquier niimero de-nﬁmeros "

‘ . es 1&.suma SIE opuestos. ".\ : RO
| “ j . (a) Ciert‘* | ‘\\“ ‘ “‘.. ‘: o ”_\ f\\‘t | 3 . . | -
o - (b)* FalsSo . T oy e . . .

~f_5‘ fi:. (c) Cierto ; L _}'\ \~;A~ 1i;fl/l'i N
D@ Rase | BTN T e T
- ¥ﬁ ?ara demostxar que ga +b + c) = (-a) + (- b) + (-c),
. ;;; = necesitamos demostrdr que - ~ ;o :
» 1 (a+b+»c)+((a)+(b)+( ) 0,
. \ pue un numero es el,oPuesto -de otro, si la. suma.’
. _de ellos es cero.\ o R \f : §?‘
‘ 'Demostracién* ‘ o “

Coa

(a+b+c)+(( a)+(‘b)+( c)) (a-l-( a)) (b-l-(-b?) (c-l-(-c)?rc)piedades \' 

asociativa y conmu-

‘ L : \' o o ;ativa de.la suma
) \ gf 0+ 040 \ Propiedad aditiva
e ‘ T ’ . de 'los opuestos
) .= 0 L ~~Prop1edad aditiva
D, del cero

<

por lo r_anﬁo, ~(atbrc) = (-a)H(-b)+(-c).
‘;Esto podria ‘razonarse de manera anéloga para; B
cualquier nimero de nidmeros.
- *5. Para cualquier ndmero real' as y cualquler nimero
M . real b, y cualquler ndmero real c,’ )

%

sl a+ c =b+k c,
entonces (a @ c) + (=¢c) = (b + ¢) + (=c) Propiedad
o . < ; "~ aditivasde la
K . igualdad:
W ’ - v N
. - : \ \
\ i 21 'u; ) - )
- ’



e . e o
. }xn ) [ 4 ' " R
‘a + (c\-i-* (-c)) = b + (c + (-c)) Propiedad asoc:La- )
. . tiva de la suma, ' -
‘ . a +t0\. =b+0" *~ Progiedad aditiva ‘
| : ‘ . de los opuestos = -
" , : a =b * Propiedad aditiva -
* A ‘del .cero oL
* . AL o
Respuestas a.los Problemas ae repaso; péginas 142 144 e :
.."1; (a) 3. @+(-6)) = 3(2) (d) (- &)+ ‘ . 2.
| : Hed-z wo
‘\ (b)ﬂ g ~3+2><3 = =346 (e) 1= 6! Ial + (-3) -(18)«*-(-3) :
. . 1Y = 3 . ‘ ,"' 15 Y NN "
(c) 2x7+ (-14) qlll‘-l-(-ll‘) (f) 6 (L4 |=4]) = 6(2+8) - -
o . N @ =3 .
2, (a) Cierto v (@) Cierto ' : N
.. . (b) "Cierto A (f) Cierto ‘ o
L} . “ : . o s
" .(c) ‘Falso (g) ci&rto
~"(d) . Cierto T
3. (a) El1 numéral de la izquierda es \ e ; i
= +(7 + (- »..)) +((- \_.) + 7) Propiedad comnuta- -
. \ tiva de la sumg
- (*- F(- _))+ 7 Propiedad a30c1atiVa
de la suma :
.. L = 0 + 7 B :‘Prop:.edad aditiva de )
e ' los opuestos
. . e =7 .« Propiedad.aditiva del "
* \.—._»: ‘ N cero . . : RIS
El numeral de la derecha es 7. o o @ L
) ‘\*’Por\ lo tanto, el Qenunoiédo es c:‘ier‘to. . - \.~ T
B e : L8
NS | .
) ~ T
b @ * \ 21‘9 \ M -



200 S > \ y )
- - (b) El numeral de 1la 1zqu1erda es . N n
R ]-5] + (- 36) +]- 36| = S-l-(( 36) +|—36D ProPiedad aso-
\ LY . ‘ . ~ “ciativa’ de la
o o . ) .. suma
= 5+((- 36) +(.36)) Definicién de
\ - ‘ valor absoluto
- =5+0 _ Propiedad adi-
\ ST, - R ti\;a de los
. . N . R \ . ‘opuestos -
. L ‘ ) =.5 ~_Propiedad a&i-
. \ ; \ . o " r tiva del cero “
S . o El numeral de la derecha es 10+(2 +(- 7))- 10-t~( 5)
T L - . Por lo tant;o , el ‘en‘unciaidb‘es‘gierto‘ -
4. w\(a) Si é + 32 = x+ :3‘ _es cierto para algtﬁ;l X,

S . entonces ~95- + 32 +( ) -3t -g—l-(%)esiqigrto para el nismo X,

»

\’ o (9 + ( )) + 32 =x + 0 b cierto phra el mismo X,
e ~‘ \ \ 0 + 32 = x : . es cierto para el mismo'Xx,
‘ \ o » . Y32 = X es cierto para el mismo x.
- 51 m= 32, o R

\ . .- \ -

o, oo : el miembro de la 1zquierda es 2 3 D 4+ 32.= 32.3.,
y el miembro de 1a derecha es 32 + ';' = 32‘3.

. Por 1o\tanto, el conjunto de validez es {32}.

: o (b) L SL x + 5+ (-x) =12 + (-x) + (-3) es ¢ferto para\
e . \ ‘ \ : - algin x, -
) entonces X + 5 +(-x)_ +x =9+ (-x) +x \g‘s ‘cierto para EP

N ‘ _ \ ~ : R - mismo x,

o ) . ‘ X+ 5=9 - ‘es cierto p;a% el
\ ‘ ." . [N ) . N . mj_smo x’ ‘ . ‘ ‘
BN \ \ x+ 5+ (-5)"=9 + (-5) es clerto para e1~

. R « e . T mismo x, L :
3 Cox =4 7, " es cierto para el |
. 7, ’ mismo x. ‘
' ' ’ ‘ ~\\ -
! - > v ‘. * R t )
N . : ’ o O "
- 228
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e el miembro de la izquierda es 4+ 5+ (-4) =5,
oy el miembrc de la derecha es 12 + (-4) +7(=3) =5, e
\Po;r lo tanto, el conjunto de validez e [4} \ ‘

N ! ; (c) - si 3x ¥ 125 + x'= 10 + 3x + (-l) .es cierto’ para
, S S \ 2. algﬁn X,
\ - 15
_entonces 3x + 7§ + ;x + (-Bx) = IO-P 3Ix+ € %) + (.-3::) es ?cierto para
o ‘ I ) Y el mismo x,

k 4

. o o 15 + x =10 + ,(-%.) es cierto para e )
?w\ _2 Ve el mismo x," <
5 15 . - A __§ es cierto para .
. \2+x+( Loy 10+( )+('2)e1mismo'x,j
- - t,“ S g o= 10 -1 .t es éiertig para * i\
. ™ ) : ey el mismo x, e
e ‘ x = =17 . es ciertq para .
o o o @ : 5ot oel mismo - \ |
: six = =1, .- ' . 15 ;
s~ el miembro de 1a izqulerda es 3( 1) ¥ 5 + (-1) ! A N
: » N . : v \\.\ .
. -3) +\»1251 + (-1)
= (- + 57
™ \-2) t\
- 2 .
y el mn.embro de 1a derecha es ) ) " ‘,“
e 104 3(- 1 + (»-—) =10 + (-3) + (--%) |
= §= 7 + (w = . - ) - ‘\
: . , SN '
3, - = __7_. \ .

" B \ s ‘ } o . .
Lot .Por lo tanto, el con_';unto de validez es {-1).7 . . ’
LT (@) si [ |+3=5+]x]| _es cierto para

- N . \ \ algin x, \
entonces x| + 3 +(-{x|) = 5 +|x| + (-|%])+ es cierto para "
. R . . ‘ el mismo x,
T 3 =5 B ‘ A ' es cierto paxa
> . T el mismo x,
. N o |
‘ 20 o
i - ‘ *-al N *&m
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6.

7.

8.

9.

10.

202

- (b)\ ]3] + ]ai = | -3| es: cierto para (0. o - e

+

“(¢) "3(a+Db)

S e ‘.;f’%

v
BN 3

N

Pero 3 =5 es falso, 1o cual q?ntradice 1a supoéi-

< & cién de que la ecuaciﬁn era cierta para algﬁn x.

x

Por lo tanto, el conjunto de validez es #.
(a) ]3] + ]a] >{~3] es. clerto para el conjunto de todos
"' los nﬁmeros exeepto el 0 S

(c) | 31 + la].< 1-3] ‘es c%gfto para’ P. \
(a) 0 ambos, son negatlvos, o uno ‘es negativo y el otro '

es positivo 6 0, vy en este ﬁltimo caso,\el nﬁmero f |
L SR

X

Y negativo tiene el ?aybr valor absoluto.

(b) Uno es.el 0puesto del otnp ‘ \ ‘
(c) 0 ambos son positivos, o uno es pos1t1vo y el otrof . .
' es negativo 6 0, yen este dltimo caso, el nﬁmeris ‘
p051tivo tiene el mayor valo? absoluto‘

Si x es el nﬁmero de délares de las ventas de la

semana," C P

80+ .03.x =116, .
(a) Si x es la 1ongitud del cuarto lado,
- x>0 y  x < 23,

A}

“(0) ' O S O

0 o 20 23 .
(a) 2ab + ac {e) xy(x+1)

(b) 2ab + 28 « (£)* 2ab(3a+D) .
o () aabc + 3ab2 .
(@) » 5x(1+2a) RS (n) - 3a2 2 6av + 9ac ;
(a) S{, el conJunto es cerrado Tespecta de la 0perac16n

de "tomar elopuesto'. ) ‘ )
(b) -si, el ‘conjunto es cerrado respecto de la operac16n
o de "tomar el valor absoluto .
{(c) Si, si un conjunto es cerrado respecto de la

r

operacién de "tomar el opuesto', también es cerrado

- * . A
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12.

Y valor absoluto del nﬁmero. i»‘ * Lo T
(a) Si, el conjunto es cerrado fespecto de Ia operaciﬁn
. . de "tomar el valor absoluto“ N ‘
(b)"lNo el conjunto‘ng es cerrado respecto de la f
‘ ~\operac16n de "tomar el opuesto"
(¢) No, si un conjﬂnto es cerrado respecto de 1a
| \~§'operac16n de "tomar el valor absoluto", no es nece-
' sariamente cegrado respecto de la operacién de .
‘ “tomar el opuesto“, pues aunque. el valor’ absoluto
& de un nﬁmero esté en el conjunto, el oauesto del t
\'lnumero puede no estarlo. f "
Puesto que en cada hora el autam6v11 més répido recorre
10 millas mds que el otro, estarén a m millas uno del
‘\:oFi? en ?0 horas. o S . e
. \éépiiula 6 =t A
’ Sugerencias para.exfmenes I - S
Busca\un nombrefcafiiente para cada unb ﬁe los siguientes:
() (-7) + (-27)+ (3) (-3)+ 1(-3) + (-5) |
(v) (-13) + 49 + (-24) © (&) (-¥7)+ 18(0)
(e) (-3) + (-3)] + I(-9)] ‘(f)\ n(-n) -~
‘ Nombéa un numeral corrlente para cada uno de los\

LY

respecto de 1a operac16n de "tomar el valor abso-"\
lut ; puesto que el nﬁmero o su opuesto es el |

siguientes nimeros, sin usar papel para hacer los

célculos. En cada caso, indica las propiedades que uti-

1izaste pana fac11itar tu trabaJo.

(a)

EON (-17) + 30 + (-83) | 1 .
{e) ]w+9%+(dw | L

N .

(B7) + (-BT) e

2

.
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3. Lds 31guientes enunc1ados son.c1ertos para todo a, todo )

i . b, y todo ct i‘~7n‘; R o T .
T ;A.x‘a+bub+a;" o
™ Bi.caa (-a) = . o S '

\ ;C.‘(a+b)+caa+(b+c)
. \\_jo. ‘Sl a = bg entonces a + c = b+ c..

E. =(a+ b,) -a) + Q-b)

N ) B -8.) SO . " . s
: ’ N X G‘ a +. o a ‘ /‘ ‘ AN : N L N
~‘j> : Detennlna cuél de los enunc1ados expresa. .
‘ " _(a) 1a propledad conmutatlva de la multiplicacldn '
“‘\‘ \ (b) 1la propiedad adltlva del cero o

(c¢) 1la prOpledad adltiva de la igualdad ‘
*' (d) el hecho de que el opuesto de la sumpa de dos
‘ ndmeros e$ la suma ;de_ los opuestos, :
&, Si* h‘ﬁz n son ntimeros negativdé, ;éuélés de los
o 51guientes son enunciados <::|.e=_-rt:o$'7 . \
w ('a) m+n==-(]m]+ lnl) I ‘ SR
Cc(®) Im] = |n] .
. (e) m+n <O ‘ ‘
o (@) ful + lal>o0, .
L (&) (-m)+ ¢n)£ O e
R ’ T_S. Deternina el cﬁhjqntO‘d§\validez de cada uno de los

. siguientes enynciados. abiertos:

»

R . 2 e

‘\ . (8.) \‘x t\a‘sg 7 ‘

<, - (b) \0=7+ n n‘ : : T
o (e) m+ (<6) =0
R (@) (-6) +7=(8) +a

S (e i+ d-d) -2 ‘ .

o (D) (3)+w=(-¢»)+(-3) .
N B “
2:’3‘1 N "'r v
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-

Se da el conjunto‘ K = co, i-_1 .3, 3)

. * - . .
» . R R N NN ‘
N . . -

23 R 2); \
(a) \GEs el conjunto X cbrrado respecto de 1a opera- -

ci6n. de ‘tomar . el opuesto de- cada elemento°‘

‘(B) Escribe el conjunto\ S. de todas las sumas dé pares

.de elementos del _conjunto K. .

(é) " (Es. el conJunto S. un subconjunto del conjunto K’

3 ;Ks K- cerrado respecbo de la suma de’ pares: de

\elementos’ N
Cuando un nﬁmero determlnado se sqma a 99 el resultado
- ‘es 287 ‘ IR ; ;.\, ‘C v =y

S

'(a)‘lEscriba un enunc1ado abierto para determlnar el

. ndmero.

¥

(b) ﬁEtermina~ei hﬁmero'bqscando*ef éonjunto\de\valédeé*

»

; del. enunciado. = . o~ ‘
Una.madre es 28 afios mayor que su hijo. La edad'defla
madre es igual a la edad del hlJO sumada a 10 aﬁos més
que 1a ‘edad del hijo.. - A

(a) Escribe un enunc1ado ablerto para hallar la edad

del hlJO (Sugerenc1a. Busca dos frases para 1la
edad de la madre.. ¢Son dichas frases nombres»del

a

‘mismo nimerd?) ‘
(b) Determina el conjunto de valldez de este’ enuneiado.

Jaime.dijo: "Cuando ¢ompre tres ‘docenas mis de bol%tas,

tendré tres mis que trece docenas" , ‘ ~

(a) Escribe un enunciado abierto mediante el cual
pueda3 hallar cudntas bolitas tenia Jaime. N

(b) Determina el conjunto de validez de este enunciado.

f?g) Demuestra la manera en que el uso-de la pr0p1edad

-

dlstributlva ayuda a hacer més fdcil la determinacién

K de este gonjunto de validez. (Sugéréncia: " Escribe

el enunciado abierto dejando los nimeros de docenas
como productos indicados.)

Al ~ -

.
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PROPIEDADES DE LA MULTIPLIQACION

el Segundb de tres éapitulos en\los cuéles las
con los. nﬁmeros,de 1a aritmética se extienden a
reales y en los que. se hace hincapié en las' pro-
estas operac1ones Tal vez se desee repasar ‘
pr1nc1pio del comentario del Capitulo 6 donde se

hace una ex9051c16n més detallada 3e estos tres capftulos. .

Lecturas mis a fondo sobrekla matemética de este capi-

tulo se 1ogran en Studies in Mathematlcs, Volume III Capi— ‘

- tulo 2, seccidn" 3 y Capitulo §3 seccidn 4.

oL ~ , ' \ :
e 7~ 1 Multiplicacidn de nimeros reales .

Hay Varias maneras de Iograr que la mult1p11cac16n de ~

' mimeros reales parezca plau31b1e. Al papecer, lo’ megor es

’,)”dejar que la deflnlcidn de la mult1p11cac16nva elegir sea

R

consecuencia de un deseo de conservar la propiedad dlstribu~

tiva para los nimeros reales{

Péglna 145.

-conmutativa y asociativa de la multlplicac16n, 1as propledades

‘Las propledades presentadas son las propiedades

multlpllcativas del-1 y del 0, v la propledad distributiva."

Se dan ejemplos de todos los casos p051b1es de mnltipli~

cacién de pares de ndmeros positivos'y negativos y cero.

Pigina 146.

Se debe aclarar bien' a los estudiantes que aquf ~

‘no se hace una demostrac16n Nada podrlamos demostrar acerca

de algo que no ha sido,. deflnldo. Sin, embargo, p§ra guiarnos

en la eleccién de la definicidn, preguntamos: '"Si tuviéramos

una definicién del producto ab para nimeros negativos,.

X

rd

.

B P
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\\ tal que

- -

N S R ‘ i SN o
N " ~ ~ ~ ~ N > L]

3c6mo se comportarian los nﬁmeros respecto dé(la propledad v

distr1butiva° Encbntramos que §e comportarian de un modo

»

e Q= 5 + (2)( -3) -
tendria que ser cierto. Pero si se ha de mantener 1a uni-
N cidad del inverso aditmvo, (2)( 3) tendrfa entonces que sex

‘el opuesto de 6. o ;

v

'Pégina 146. ]3}]2} =6 3 |- 2!‘ 3] = 6. Estos rebresentén‘ tjj‘f

- el mismo nidmero que (3)(2) y (-2)(=3). (-3)(4) s el mismo
ndmero -que -(|-3] |40 (~5)¢-3) =-|-3| |-3]; v, (0)( 2) es

Iolil o : i - “ ‘ .8

N -

Péglna 147. Al igual que en el caso de la sumé;‘se asume ei

.punto de vista de extender la operacidn de multiplicacién de
los mimeros de 1a aritmética a todos los nﬁmeros reales para v
conservar asi las propledades fundamentales. Esto nos obliga
a definir }a multiplicac16n en la forma ya hecha Con otras

N &
palabras, €so no se€ hubiera podldo hacer en ninguna-otra

forma sin que. algunas de las propiedades deJaran de ser
vélldas : e . ‘ . ‘ .

' La dgf1n1c16n general de la multlplicacidn de niimeros

reales se expresa en términos de valores absolutos, porque ‘
|4 y|b] son nimeros de la aritmética, ¥y ya sabemos la “
" manera de multlpllcar ndmeros de la aritmétlca. La dnica )
diflcultad en el caso de ios nﬁmeros reales es determrnar si
el prodﬂcto es p031t1vo o] negativo. L ) C
Hay dlversos artlflclos disponibles para ayudar -al
maestro que 'siente la necesidad de hacer la definicién de

la multmplicacmdn plausible a sus estudiantes. A continuacién

se. exponen dos formas de un plan de este tipo, plan que lleva.
al estudiante a los mlsmos resultados que la def1n1c16n de la
,\muItiplicaC16n, y le plde darse cuenta de un cierto modelo en

2 - EEN

»
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la sdcesién de los productoé. Sin‘émbarg6,~ai usar cualgquier )

o ' forma de este. plan, ‘el maestrc debe teney presente que ‘éste

’ ~es un enfcque més “débil que el del) texto, porque mientras la ‘
defin1c16n del, texto se basa en conslderaciones referentes ‘a 1”
1a estructura matemétlca, los, artlficios aludidos requieren |

solamente una extensién xmplicita de la 31metr£a de una tabla

de multipllcar R j . . \\:
- . (En cualquiera de las formas 51gu1entes el estudlante ‘ .
N supllré los productos que faltan. ) - ‘
~(1) () =6 - (3)(=2) = -6 e
C . J\ (2) (2) - 1} . \ ‘ (2)(_2) - -li ‘ ‘o ;‘\\
A2y =2 Lo(-2) = -2 . -
© (0)(2) =0 _ C(0)(=2) = O . L -
o (F)(2) - ) o (-1)(=2) = - - :
(-2)(2) = (-2)(-2) =
[ x ] 38 =2 1 0 -1 -2 -3 B o
- 3l 9 6 3 ., O o ) '
< ‘2 1 6 Y 2 0 L
! 1 3 2 1 0O
- o] o 0o° 0 0"
E) "1 * ¥ « * -
. -\
; -2 X : .o
Z B N ;‘ ~‘ EY
-3

. . ~ \ . \ o
Respuestas al Conjunto de problemas 7-1; piginas ¥47-150:

1. (a) (<7)(-8) = |-7| |-8] = 56 R |
() ()-22) = -0l l-eb= - (Bp2)) -8

-

- ‘\\ ’ . N ~20"Q .. . .



S i(-s)(en () - |31 xax)l @

Cele Do T el CONN B *( )
S R {5 Y N

R fa-(ISi le) LN
- (a) -13)(3)-..(1-181 |§]) O

o -((18)('5)) S o \
(RN YT B

() -2l ((-3) +131) =2((-3) + 3) -
v = 2(0) =0

(a)s (-éﬂ-») -2 " |
@ (D) (-5 - (-1)(=5) % 5
@ @) = (Do =%
© (@) () + () = 22 4 (21) = -
(&) (=9) (M) +7) = (@) =9 -
() (-3)(~¥) + T =12+ 7 =19 o G
(g) 1-31(-%) + 7 = 3(-”) +7 = (-l?-) + 7 =5 o ‘

C(n) 1-3] 1-2] + (<6) = (3)(2) + (=6), = 6 + (- 6)\\0/
S (1) (-3) |-el J (-6) = (-3)(2) + (-6) = ( 6) + (-6) = -2

L AN

(0 (3 (12l + (6))= ¢-)(2 + (-6)) = (-3)(-0) mp 22 .

| (k) - (=0.5) (1-1.5] + (-4.2)) = (-0.5)(-2.7) = 1.35

L 3. (a) 2(-2)e+ T(3) = (-b) + 21 =17 5

. (v) *3( (-2)) ((-1‘)(3) + 7(( 4)) -6+ ((-12) + 28)
=6 4+ 16 = 22

) | P 2?‘94»




e

.
*» R *
X »

. - (c) .(_2)2 + 2((__2)(_1;)) -~ (ﬁ.ll.)a h 5 2(8) e 16",
Sl -u+16+16=-36

L (s ()E- (o2a S
Zlte) 2%+ (314 +(-u)(a)) -4 s (124 <-12>)-,h FO=A
() 10-2) + 2l + (5)1(=3) + (W] = 0+ (-5)(7) = 35"

R ™
Ry (a). 2(-10) +8=12 Falso -
(b)) \2(.(.10)) +8 = 28 ' cierto = |
(o) (=) (((-2))+ B A0
. (-3)(,h) + 8 £. 20 \\ * Falso
(). (-5) ((-2)(-¥) + 30) <0 . |
ot \ (-5) (8 +30) <0 “Cierto
N E . ‘ ) ‘ . o ‘ . >
5. (a) si - x+ Q(.-3)(«4) =8 ‘ es cierto para
L . UL alginx, ‘
\ entonces x +12 =8 . . ° “es”cierto para el
. i mismo x, .
x+ 12+ €2) = 8 + (-12) eg cierto para el
: C “mismo x, ‘
- X = =4 “es cierto para el
. ‘ . .. mismo x.
Si x = -4, B » ‘
\f

el miembro de la izqu:.erda es '
(4)+(3)( 4)*(4)+(12)

n . . : - 8 .

‘ El miembro de la derecha es 8.

Por consigulente, el ¢ jnjunto de valldez es (8]

. ‘ * k .
———— Attt

w4321 0 1 23 456 789101 1213
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-~ . La forma sugerlda aquI debera usanse mlentras sea ﬁtll a
los estudlantes, pero no por mis tiempo. Cuandc, a 3u1c1o del
maestro, escrlblr "es cilerto para algﬁn x" y "es cierto para
el mismo x" " ha cumplido su pr0p651to no, debe utlllzarse més.

Lo‘importante es estar seguro de que los estudiantes no
plerdan de v1sta las ideas empleadas aqui De vez en cuando
deben buscarse nuevas ‘oportunidades para ayudar a los® estu-

diantes a récordar E qué un ndmero que:hacg cierto el
priper enunciado har§ necesariamente cierto el ﬁltimo enun-

ciado. . . . f .

AlgpnOS'maestros se extraﬂarén de que no verlflquemos la v
‘soluc16n. 'sustituyendo" x por -4 en el nc1ado..'En ' ‘
realidad, no -hemos usado la palabfa “sus;ltulrﬁ en este.
contexto por la razén sigtiente- La véfiable x es un -
simbolo que representa ‘un numero no es ec1ficado de un con- \
Junto dado .. Decimos que el “valor de /x es 3“, cuando
-especificamos que . x repfesenta(a 3/ Si dljéramos' "sus-
- tltuye X por 3“ el estudiante podr ~tener la impresién de

que el sfmbolo x se ha borrado en plguna ‘forma y ha sido ‘

reemplazado por e1 sImbolo 3. Deqeamos que el estudiante
comprenda dﬁe en tal caso, X es '3, no que.es reemplazado
. Por 3. ' b o \
‘Los conguntos de validez y las gréflcas para 1as demés

partes del problema son:

b+
b -2 :
N . . . ;' . . .
(Q) {123 + t t 'L —r—+ T —t ' o + g \;ﬁ’——-’u-
: -3 -2 - I 2 ? 4 5 6 78 910 1l 12 13

(@) {(-36} —+—t+u—t——+ 3;1' -
\ . -40 \-—30 / -20 -10 0

» ) B 36
, (e) (36) e ——— v
o 10 20 3o \gxr 50 60
2 6
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. o "t
(£) 'Indcé 1oé nﬁ@eros maygreé que -2. : S
‘ ‘ :i‘ : X . .- .." ‘ i N
T, ®-2-lo b 2348567 0 . L
; (8) ﬁg s ~'§] o —o | \ g
-t .l o L v
3 3 <

6. \»\‘13 = (-12, -8,.-37 -2, 1, 4, 6, 9, 16). Construir una
. tabla‘de broductos\puede facilitar el ;rabajo del estu-
‘ diante en este probféma * - B
)f 7. Q es eliconjunta de todos los nﬁmeros reales. El cdn- ; \
\\junte de 1los nﬁmero§ reales ea cerradg respecto de 1a . |

[

-~ multipllcacién.

.

8.\'T es el,conjunto de’ todos los nﬁmeros reales positlvos .
© El conJunto de los. n&meros reales negativos no es ‘ g
‘*cerrado respecto de 1a,mu1tiplicac16n.

9. Refirléqdonos al problema 6, vemos" que el.subconjunto de

P consistente en 1os nuimer os pqsitivos de P, es

o gem (1, by 6, 9,026). . :
;10. Sia=060b= 0, entonces ab = 0 lab| = 0, y\1a}=\0 5
1bl . . ‘ '~\~ r. .
por tanto, |ab}= |a]: ]b] N o

Si a# 0y b 0, exactamente uno de los siguientes es

‘cierto: P L N

ab = ] a]+|b| Definicién del producto de dos nd-

\ ° meros reales - \ \ '
6 @a=-fal-1hH -

(these que los dos valores: p031b1es de ab son\opuesto;.)

\Entonces Iab] es ]al IH -(]a]-]b]), el que seé mayor .

- coT . Definicién de valor absoluto

Pero laj+|b] es positivo, i6n del«pfoducqp de dos

y -(]al-lgl) qs ﬁeggtivp. Defini&i de’ opuestos
. Por lo -tanto, hﬂ =|a] }b] ' Un némer p031t1vo esgnayor

Y



- Capitﬁib.~

N s

R
o

; f(a) Ambos son positivos o
t“} (b) Uﬂo BS Positivo y uno negativo. ”

es positivo.
es‘negativo.'
" ‘es negatiyo.’
és:positiGO.

~Prqpiedad de comparacidn ‘
\ 1~Propiedad multiplicativa del 0.
j\ Definicidn deila multiplicaciﬁn ; \
~Tj Definici6n de opuestos - si:un nﬁmero es positivo, T
.'su opuesto es negativo. RCREN S ‘
.’» Este es nn ejemplo de’ una demostracidn por contradicci&n
'A pesar de’ esto, la demostracién es inmediata, y puede B
seguirse sin una discusién de. la demostracidn formal por
contradicpidn, 10 cual se’ trata n ia seccidn 7 8 de.este .

‘ambos son I

- & ity R aemes Yo
\ N

¢

s »

Propiedades de lé‘multiplicacidn

propiedades.

Dna vbz1m£q_debemos insistir en que. la exigencia de que
las'propiedades cdnocidas deberén cumplirse, nos sugirid IQ
que debe ser’ 1a definicién de la muitiplioacidn, “Por otra
parte, pudimos haber dado 1a definiciﬁn de 1h multiplicacién f\
"al principio sin justifiéacidn alguna.
s{‘misma no contiene en realidad suposicit6n alguna sobre las

Asf, la definicidn en-

‘Es hasta conceblble que, a pesar de estar.més o

menops forzados a definir la multiplicaciﬁn de este modo, \
-««wpadriamos encontrar que~las propiﬁdades no»contin&an ya siendo
v4lidas.

mnltiplicacién asl definida tiene efecfivamenta las prOpie-
. Al ‘hacer estoﬁno hemos cafdo en la trampa légica de-

De aquI que todavia sea necesario demostrar que la

argumentar en~um~c£rculo vicioso..



Péginas 150-152.

En este punto qplzés el maestrn desee

\'\°M; mencionar la propiedad de clausura de la multlplicacién‘~ v

'que el maestro haga esto.

»

wee .
R

R b .

La proPiedad del 1, expresada en la forma a*1 = a, -

de igual manera podfa haber sido enunciada en 1a forma

1 a=a.,

A algunas personas les gusta combinar estas dos”

formas en el enunciado.a * l1=1*a=a. Ho hay pbjecién a

r.

~

1as sigulentes.~

1a siguiente >

o

‘ aritmética,“

\ Las razones para la propiedad multiplicatlva del 1l.son

»,

81 aa<0 a - 1 = »(Ial 1) Definicidn de multiplicac15n

R o ~ de mimeros reales »
;i T}a] - Propiedad multiplicativa del X
C \ para a>-0 ”
= a.' \DefiniciQn de valor absoluto,

‘ .
v el 0puesto del opuesto de un

A

numero es el nﬁmero mismo .

Una’ demostrac16n de la propledad multipllc&tiva del 0 es

w?

Para cualquler nﬁmero real a,

>

»
-

sy axz 0, a- 0 =|a] ]0’ Deflnlciﬁn ‘e md&tiplicac16n
\ - de numeros'reales

Pero si a* 0 |a ] = a y*]OI = .0,

Deflnicién de va or
A - 7 ..absoluto . -\

De este modo, - a 0 es e1 producto de dos nﬁmeros de la

~

Si a~<.0 a- O=-—(]a| IOI)

- -(0) f

-

-~

Definlcldn de multipli-

cacidp de nidmeros reales.
' Producto ‘de dos nﬁmeros
.de la aritmétlca

El opuesto de 0 "es ‘0.»\




216 N
N ~ kespdestaé}al Conjﬁnio &e problemas‘7-2a; pééina 152
s L ) ((RED) (An) = (A7) = a7 ’

o) (85 + (-613) = (8) (5 + (4)) = (8)(a) = -8
@ ) FDm) D) - (~8) (1-6) + 6) = (H)(0) = 0
SRR ) ((»)(-s)-» (~8)(-3)) (-T’g)- ((-au)+ (21) (-11)-(0)(-31) =0
‘?. (a) Hecho en el texto. : ‘
() -5) m=lal |-5l) = a5
C (=5)(3) = =(]-51 131) = -15
(e} )@ = (15l lol) = " 0

A

~(0)(--g)=—(lol = o |
Fo @ @ el m 22y
(4)(=3) = |-A] 1-3] = 12 ~
L (e m@) e 1#l) = -5
A (?)(-7) =--(ls§| 7 -5

~

Paglnas 153-54. I(ab)c! = lab] ]c] Se ha dicho en el
e texto y demostrado en el problema *10 del Conjunto de pro-

blemas 7-1 que |ab] = |a]|b|. Nétese que esta. propiedad
- . justiflca también el prdximo paso. \
a4 Si uno de los %, b, c es 0, entonces (ah)c =0 y
a(bc) = 0, pox la propiedad multiplicativa del 0.
| 1a prueba de la asociatividad es probab;emente muy
dific11 para que pueda exigirse a todos'los estudiantes. Sin
:embargd; la relativa dificultad-de la idéa podria gustarle a

'los mejores estudiantes.
z.\‘ N - N “~ a
v N N
7 . . & ) T N ¥
. ' b .\
3
. an L M
Th—— S
} /7
- " & "
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Respuestas al Conjunto de problemas 7=2b; pdgina 154:

R e R R

~ T orroes S R R D N I

y ¢ ess

- + ] - P R -
+

N ‘ . b w \ N -
o es : + |- - o+ :
. * | (ab)e es - - + - -

“a(bc) es b= 1=-1+1-1+1+1-1

s

F R o+ o+ |+ o+
¥
i

9

' Hemos visto en’ el texto ‘que para todos los mimeros

: reales a, by c, » . e . .
‘ ](ab)c} =]a(be) |;

-y que si uno de los- a, b, ¢ es 0, la propiedad asoc1ativa
- desla multiplicacidn es Vﬁllda.\ o . I :
. \ 'f Sl‘ : o l(ab)cl = ]a(bc)] o . o

4

RJ
-

A

o bien

SR SO (ab)c = a(bc)” A
Ce I A
e - (ab)c‘=-a(bc) SR . .;\ I

es cigrto, esto es, 0 los numerales deben representar el

nismo nﬁmero, 6‘303 nimeros son opuestos. Puesto que 1; :
tabla revela que para todas las combinac1ones posibles de
valores positivos y ‘megativos de a, bﬂz c, - (ab)clz a(bc) son
ambos positivos o ambos negativos, es claro que (ab)cix a(bc)‘
no son opuestos, y que (ab)c = a(bc)\
2y (2) ((3)(2))‘ (-3) = (6)(~2) = 21 ‘

(3) ((2)(-3)) = (3)(8) = ~2b o
| ((a)(-e)) (B)  (-6)(-4) = 2B | S
(9) (a(m) = @) = 2v . R
@) (@0-2) .0 = -6 = o L
3 (21 (0)="(3)(-8) = -2¥

S “ »S‘;QREB c L

¢



NG

\\.3;: .

(b)

- (£)

(a)

((-3)(2)) () = (-6)(-1) = 2 _\
(<3) ((2)(-1)) = (-3)(-8) =pe¥

((a)(=2)) (-4) = ()W) = 24+
 (=3) ((-2)(-%) - (-3)(8) .
((-3)(-2)) (0) = (-6)(0) =0
(3) ((-2)(0)) = (3)0)=0

~_<-s)(17)<-\zo)(s)n.= ((*5)(-20)) ((:m(a)~

- (100)(51)
© = 5100 ‘

=R

-t

~ R

@ (;)(-en - ((3)(-21)) (-5)

- (-7)65)

AN
PN

f-s) ) (*§> <~1?7 - (e»;) ({} ((5) (—%))

= () -
- 1 :

(;)(-19)(-—3)(50) . ((-5)(50)) (=292 (-3))

. Qﬁ)‘~

4

= '(10)(57)
~ = 570 -
(-7)(-25)(3)(-1») ) ((-as)w))
- (-21)(100)
- ~2100

" 237,

-

;('g) (;C) (-1;) - ((3) (-1;)) @ o

n .



. Pégina 155. | . .

\ (5 (2 + (-Bi> y CS)(Z)-+ 5(#3) ébn numeraies éafa -5
Q.‘ (5) (( 2) + (-3)) y (5) (-2) + (S)( 3) son numerales para —»25

“y (-5) *((-2) +-1-13)) y; (;-5)\(-2) + .(-5)( 3) son nmne.rales para25.~

. wa~discusiﬁn siguiente justif:l.ca la razdn de no . sugerir
K wque se estimule al esgtudiante, aﬁn al més- interesado, a tra‘tar

de demostrar la ;propledad dlstributiva,

Una verificacién completa de la ley dlstributiva r.e.quiere

. un examen de doce casos para a(’b + ¢):

C(2)

- A

@)

. {9)

(20).
Co()

(12)
Hay

(3):

f(ﬂ:

ae (6)

SN
T

a_zo,

a <o,
aﬁO,

820,

a>o,

a 20’ "

a<o0,
.9:2 o,
a < o,

A<

a <0,

ac<co,.

b >0, e 0;
‘b ¢ 0, ‘¢ < 05
béO,Lc{O,’
b>0, ¢<O0
’b<\0., c >0,
B<0, c20,
b>0, ¢>0;
b <O, ©<0;
b >0, c‘\<0,\-
b>0, ©¢<0, -
b¢O, ¢>0,
b < 0, 3\20“

-

b
- b-i’

Il 2

Il <

‘-'b,‘z
v <
el >
lel <

lels
lels
c;

c;.

.
lel;

lel;

»

)
C3

‘c'

ocho casos ‘més a cons:.derar para ab’ + ac.

‘Debe disuadirse al estudiante de tratar de probar, esta

‘~‘propiedad dlstributiva.

Como en la’ verlficacién de la ley

asociativa para 1a* suma, el. nﬁmero de casos posibles es un
obstéhulo.

Aqui, sin embargo hay una dificultad adicional

-« La demostracién requiere que el estudiante, dlstrlbuya 1a

mqltlplicacuSn con respecto a la rekta, para nimeras de la

.\\~aritmética

definicién ‘a(b - | c]), y-necesitamos saber que .

En el caso (3), por ejemplo, a(b + c) es, pQr

a(b—]cl)nab- a| ¢

-

L3

-
e
Do
(9
&

o




R
.

. W antes de seguir. Es‘ta igualdad es. vélida a causet de la

prOpa.edad distributiva mencionada. “En esta pr0piedad est§1
implicito que ab>a\ c] 'Las definiciones de suma y’ multi—

plicacidn nos permiten entonces escribir

LN

_gwwnum-ﬂd*
= ab + (-a]c])

\ o= a‘b +ac.

4 Co : \
H,emos apenas menc:.onado la resta para los nimeros de la
aritmét:l.ca, ~ch?. modo que di‘f:[c‘ilmente podemos esperar que el

: estud:.ante se percabe prapiamente de la propiedad distribu-
tiva ‘de la multiplicacidn respecto de la resta para tales

nﬁmerf)s. ) . {

Re;puestas al Conjuntt:; de proi:lernas; 7=2c; pégina 155
1. (20)(-92) + (=9)(~8) = =9 ((~92) + (-8)) = -9 (~100) = 900
am ( 63)(6) + (=1 63)(6) ( .63 + (~1. 63)) 6 = (-1)(6) -6

- 3._ .5 ((-..ll), + 6) = *’g (2) = -3 o 3 _ }k :

- :ﬂ\‘fh‘:ig:(-'r)(w) N (-7)(3) = (e (»3)) -7 ) = 3

) ((-93y (M) --3 (-200) - .

6. J‘_(--z)(g) + (-5)(§) - (G« (-5)) 5- (-12)(3) -8

Péglna 155. Las razones para 1os pasos indicados en la

demostracién de que (-1)a = -a son:

tlome E)
N
%

s
v,i i
-

T



a+ ( 1)a = l(a) + ( l)a Propiedad multiplicativa dél 1

= (1% (- 1))  Propiedad distributiva L

- (O)a j Propiedad agditiva de 163 ’

.« * © . opuestos T
R A Propiedad mmipllcativa del 0

Respuestas al Conjunto deé problemas 7-2d; pégina 156:

L ;Teorema\' Para dos” nﬁmeros reales cualesquiera a _x b,
. (-a)(b) = -(ab). L
T Cam - ({—1)<a))<b> Dx=-x
L o = (~1)(ab) Propiedad asociativa de la o
, = ‘ . multiplicac:l.én . ) o
ot = ~(ab) (-Ljx = -x .
. 2. Teorema: Para cualquler par de nimeros reales ay b w o ,

3

-a)( b) = ab',

e RENSS = ((-1)+8) (¢-1)- B (- 1)x -x |
‘ ‘ (( 1)( 1) ) (ab) Propledacles asociati- R
‘ va y copmutativa ae
. o » s 0 la multipliqacién \
= (1)ab Definicién de la multipl::.-‘
~ . e _ B cacidn RO
o = ab . Propiedad multiplicativa
. L ‘ d&ll W %..
3. (a) (-5)(ab) = -5ab , (a) (-—~5c)(-5d)“ - -30 ‘
.. (v) (-2a)(<5¢) = 10mc "~ {(e)-(5pe)(-6a) =~ Sabe - to
(c) (3x)(-Ty) = -2lxy (£) (<0.50) (142¢) = -0.6ca -
*.,%:_.‘ o ‘ . | . ot o o .

s 2723y 7- 4. Uso de las propledades de 1a multiplicacidn

. Estas sécciones introducen algunas de 1as técnicas nece=
sarias del flgebra. Deseamos proporgionar prér:t::l.c:a~ suficiente |

_ con estas técnicas, pero queremos también mantenerlas estrecha
» .  mente asociadas con las ideas de las cuales dependen. Tenemos -

2 . . 2

"240




¥

222

R\

k]

que seguir un angosto sendero manteniendo. el equilibrio entre

dos peiigrOS‘ por yna parte, resultar enteramente mecénico,
perdiendo de vista las ideas, 0 por otra, _mantenernos en

éstas hasta tal punto que el estudiante se vuelva lento y

‘ torpe en los cdlculos algebraicos. ‘Un buen lema de trabajo~

~a seguir ‘aqui es que la manipulacidn debe&basarse “en~Ta

comprensidn. El. ‘estudiante debe ganarge el derecho de

"empujar simboIos" (omitiendo pasos, calculando sin' dar
razones, etc.) consiguiendo primero ‘dominar las ideas qne hay‘

~defrds de la manipulacidn de 1os simbolos y dando significado

a dicha manipulacidn

Respuestas al Conjunto de problemds 7- -3a; pﬁginas 156-157

»

.1 (a) & +15 o ST R) (), ¢ 2 (-5)
 (b) .7a ¥ (=ak) ¢ (é) ‘13y +ky
{e) 2a+2b+2c‘ K (h) §2+8m“\ \ SR
- (a) (-9a) + (-9v) (1) (-gr) + (-8) -+ 8B + gt
(e) 3 +\(—3q)‘ ) ; o : - 3 \ |
2. (), (£), (), (1) = T . AT
3. (a) 5(a +Db) : () (a+b)(x+:v) .
L) (=9)(> + ) (@) (7+3)@ ¢ 10 @
(e) 6(2+3)or6(5) () (-6) (& +D°)
Q) x+y+z) (1) ela+b 1)
(o) Kmwp) () 2+ () \
Y, (a) 19t (g) 4.0p |
() -6a - (n) 8x )
(e) 9y T " o{1) 3a+ Ty
(d) 13z ) \ 3) 16p
ﬂe) (uam) Fi‘k) 0
(r;\ 2a \ (,(?‘) 2a + 195



-

Péginé 158 Al reducir términos, deseamos que 1a- aplicacidn

directa de la propgpdad distributiVa sea la- ;dea principal
‘No se debe dar la 1mprES16n de que!reducir términos es n e

Proceso nuevo, Tratamos de evitar las frases "térmlnos ;
igualéé‘ : M'términos semejantes » porque son innecesarias y

AR S T3 AT A L T B e

tienden a esnlmuﬁar la manipulacién sin comprensién.

Respuestas al Conjunto de problemas 7- 3b péglna 158:

| @ . ) e ,

" . (b) -13a . @ i |
O (e) ) - S S
(@) 3 ) o (k) 12a + 3c + 3c2 o
() n ’ . (15~ 6a + b + ¢

‘ {£) ox ‘ | . (m) - 6p + 11q
A (g) -lda ) @ () 4

»

2. En las partes (f) y (g), la prOpledad multlplicatlva del"
1\uno. ~ - . \ & ‘
En la parte (k), la propiedad asociativa de 1a sul

En 1a~parte (m), las propiedades”™ conmqtativa y asgéla-
tiva de la suma. . o
3. Puesto que no hemos 1ntroducido todavIa la propiedad
1 i multiplicatha de la 1gua1dad, el alumnd-tendr§ que

volver atris "conjeturando" el conjunto de validez,

después de reducir términos y\usar la propiedad aditiva
dé\la igualdad, cuando sea posible.

- (a) {2} " . (f£) El conjunto de todos 103

‘ R \ numeros reales, -
\ () (-4} . (e) (N i
RCK . ) .
@ W o
)., -~ 7 @l
* ‘ ) . & i
3 ' ol
.o 21D v




NI TN

\ V __ég_ﬁ-_n__g 159' \ Las razones para los pasos del eJemp]_Q son- Co '

- ‘(Qxy) (7ax) = 3-x+x+y-7-a-x  Propiedad asociativa de -
;\ ‘ . - _— \ \\ ~1la multlplicacién ) ‘ *¥
‘ o o m 3eTrarRexxy Propiedad .canmutativa de L
.. S la multiplicacién
o ' = (3+7)+a*(x'x*x)‘y Propiedad asociativa de
s - ‘ la multiplicacién ™

= Zlax3y " Multiplicacién

i; “Respuestas al Conjunto de problemas 7-4a; pégina 159‘
L. -2’4‘0 T
SO }12::2."\ o 9. u8p2g® B
3. -T2b | 10. 200b%Pa F
R T (§ab)(9a )= toasbegrara TN
2 - - _
. ‘ 5' ‘ labcu . -, > | - (_5.9) (a‘-aoa).b o
v, 6, =15w ‘ o o \ .
o 1oy g x | = 3% S
e T Rewr .12, 28ave S R
- » ) RN ) \ R . oL ' ;r’ ' » N ' - v
=~ Respuestas al Cpnjunto de problemas 7-4b; pégina 160;
T L (=30 + (-3a) *  Te {-P)* (=) * (-x)
AN : . " : ‘
2. 16 + (-6b) + 1ub 8. (-21a) + 35b \ :
.. . R Co R 3 } ’
W 3. 18xy + 6x= ‘ - Yo, 12x2y + 18x2y'2. + 2?1ny
Con (Aaz¥?) ¢ (-a1ite %) o (- 2) + (-2ab) + (-b%)
5 5x2 + 30x .711l. (-8ac) + 20be + 12
6. 20b° 4+ 70b2 % (<BOb)  12. (-x2) + x ,
- . i 5 T
' v ‘ ‘ “ *‘h ) ~ -
243 :
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Respuestas al Canjunto de problemas 7-be; pégina 161- .

1. Estimule al esrudiante a hacer cada uno de estos proble-

mas de 1a manera indicada en ('a)

(a) (x+8)(x -1»2)-(::4-8)::-}- (x+8)2 .
- ,_:\\‘f=x2+8x+2x+16 \
R ‘\‘7{=x2+10x+16 :
(b) y2 + (-8y) + 15 S (e) x. + (-36) ‘L o
(c) 682 4 (-I72) +20 . (f) y’*’ + (-9$
(@) a®+das ¥ | o

-
- o !

\ /7 : L .
e X .
2. Para nimeros reales a, b, ¢, d,

R ‘ o ; ,
(a +0)(c + ) = {a +d)e + (a +Dd)a
o = ac + be'+ ad + bd

"

= ac + (bc + ad) + bd
\ ad)

Cuando el alumno descubra qué- esto le da una férmula ‘ ./ ‘
" para multipllcar' expresn.cmes de 1a forma (a + b)(c - d), tal |

- vez quiera usarla en vez de la :Eorma m&s larga indicada en el .

o problema 1. "Debe estimularse a que. lo haga asf tan pronto

como esté preparado para usarla con comprensiﬁn y con

exactltuq . ‘. T .
3. () a° +% +3 ‘ @) ¥¥+ (<65%) + 9y + (-¥)

(‘b) gﬁnca+l7x+12- ‘ (e) m2+6m+9 ’

{e) \ab+cb+ad+cd ) 1ll+92+22 . v
b, (‘a)\ 382 ‘+ 58 + 2‘_ (a) 6p2¢° + (-10pq) + (-56) -

() - 4x® & 23x + 15 * () 16+ (-0y) 42 +3®

() 8+13n +50°.  (£) 155 + (-11xy) + ()

® L . \ .

-
[N
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7-5.- E1 E1 inverso mnltiplicativo (pégina 161) S

Dn nﬁmero real dado permanece inalterado cuando se le

"suma 0, en virtud de.la pr0p1edad aditiva del cero. ‘Un

nimero real dado permanece inalterado cuaqpo se multlplica ‘

por 1, en virtud de la Propledad ‘multiplicativa del uno.\\ o “f

Si d es un 1nverso multiplicativo de ¢, entonces
cd = 1, Por la propledad conmutativa de la mult1p11cac16n,

dc = 1,y, por tanto, ¢ es un inverso multlplicativo de d.

Péginas 162-163. Para comprobar si dos mimeros son realmente

inversos multlpllcativos, se pueden multipllcar, y si el
producto es uno, son: inversos multlpllcatlvos.‘

Cuando se aparean nimeros sobre la recta numérica mrafonnar
pares de inversos, se ve que 0 nd puede ser apareado gon =
ningin mimero. .A medida que el estudiante vaya escoglgndo
nimeros positivos cada vez més préximos al 0, encuentra que

‘flos inversos multlplicativos son cada vez.més grandES' en T

cambio, cuando elige nﬁmeros negatlvos mayores que- -1,

~encuent‘ra que 1os inversos multlplicativos se’ alejan cada .

vez més a 1a 1zquierda sobre la- recta numérica. Por consi—

¥

qulente, no hay indicac16n alguna de un p051b1e inverso

multiplicativo para 0 sobre la recta numérica. Ademés, ‘la
propiedad multiplicativa del 0 huestra que no hay ningﬁn

ndmero b tal que O x b= 1. EL estudiante puede llegar

_asf a la conclusién de que no hay 1nverso multiplicatlvo del

'~ seccidn.

0. Una demostracién formal de esto se verﬁ en 1a préxlma

- . “

"

o ———————AY Y = BRIMTAML L 38 A e v, = v st — e W



Respuestas _g_l Cogju‘uto de p;’o lemas 7-5; Régina 164&-

1.
N “

»;

L Inverso L . “}: o

\ Nlimero Multlpli_.cativo " Nimero
-
3 2 -7

g " Inyer so- v
Mul tiplisativo '

" En ehproblema 3, cada doble flecha une puntos a lados
opuestos del 0, mientras que en el problema 2, 1los puntos

“unidos por una doble flecha estén gmbos al‘ mismo 1adp del 0.

A

N d

3 em—
e — - ——

-

L 3

-7 '6 "5 ‘4 ‘3 -2 'ijJior t
' )

Si a>1 entonces

b

"T"']'

3

T - ‘-.
i" .

*

estd entre 0 y|l.

Si a estd