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ACTUALIZACION MATEMATICA

Al plantear en nuestro primer fascf{culo la necesidad de una actualizacidn
matemitica en los maestros de enseflanza primaria y los aportes que haremos
a ella, sugiriendo los posibles cambios en la técnica de la enseflanza de
las matemiticas principalmente .ea lo concerniente a.los primeros aflos de

la escuela, queremos a lo largo de nuestra obra introducir una serie de
ejercicios capaces de guiar a los nifios en el desarrollo 1égico -matemdtico

sea el caso de los conceptos relacionados con la idea de nimero.

Es fdcil reconocer que el estudio de la teor{a de conjuntos nos lleva a
hacer consideraciones de orden 1légico por lo cual debemos pretender, al en
seflar las matemdticas, buscar el desarrollo de las facultades necesarias al
alumno en el maflana. Precisamente, uno de los medios dentro de los muchos
propuestos se fundamenta en la variabilidad de experiencias concretas y dis

tintas sobre las cuales pueden efectuarse tareas matomidticas equivalentes.

Asi por ejemplo el jugar en distintas bases permite abstraer el concepto de
valor de posicidén con mayor facilidad que cuando se aprende exclusivamente
en base 10, de este modo los nimeros suren como propiedades relativas a con

Juntos de objetos que permiten abstraerse.
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LA NUMERACION EN DISTINTAS BASES
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bandera

A los nifios de este pafs les gusta jugar, formando conjuntos de
tres elementos. Por ejemplo hacen rondas de la manera siguiente: Cuan

d» uno da la sefial se agrupan en rondas de tres (decimos que esas ron-

das son pequefias)
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Figura 1

Puede ocurrir que uno o dos nifios queden fuera de %as rondas.

Obteniéndose, al representar en el tablero la siguiente situacién

s

A

LR creeast e e

e e

XTSRS

LR

o




C-2-

Después de otra seflal, tres rondas pequefias se agrupan para formar

una ronda mediama; lo que se obtiene entonces puede ser representado por:

X X

Figura 3

Si hay tres rondas medianas, se agruparén tres de ellas para for-
[ J

mar una ronda grande.

El profesor les hace separar y agrupar de nuevo totalmente, esco-
giendo otros amigos para formar rondas pequefias; as{ se dardn cuenta
que la representacién es siempre la misma, aunque cambien de posicién

los nifios que forman las rondas pequefias de tres.

Pero si se incluye el prcfesor en las rondas, cambia la representa
cién inicial. Al unirse con los dos alumnos que sobraban, forman una

ronda mediana y se obtiene el grifico mostrado en la Figura 4.
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Un alummo -se dié-cuenta-que para recardar -era-suficiente anotar

el 'nimero de rondas de cada tipo, asi:

O x
T) . ‘(Z) ' (:)

Figura 5

{: VY, 'haciendm.la»convencién de-anntar--primero- las_rordas mis

grandes, .es suficiente escribir 200 (que se lee dos, cero,. cere).

Este juego se puede realizar con materiales diferentes, por_ejemplo

con piedras, en el suelo

e A R 038 8 % e e e L o




Un alumno -se dié.cuenta que para recardar era suficiente anotar

el nimero de rondas de cada tipo, as{:

(o]«

D 1O 0

Figura 5

. Y, haciendo la- convencién de-anntar- primero- las rordas méds

grandes, .es suficiente escribir 200 (que se lee dos, cero, cere).

Este juego se puede realizar con materiales diferentes, por_ e jemplo

con pledras, en el suelo

Figura 6

Encerrando en una casa pequefia un conjunto de tres pledras, des-
pués se enclerran en una casa mediana tres. casas pequefies, y as{ suce

sivamente.

En otra escuela tienen la suerte de disponer de ladrillos dc "extra
landia". Con tres ladriilos forman una torre pequefia, con tres torres
pequefias forman una tsrre mediana, con tres torres medianas una grande,

etc.

En otra escuelé empacan fésforos de la manera siguiente: cuands

e g e 2k
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tienen tres fdsforos los colocan en una caja de fdaforas, cuando tisnen
tras cajas de fdsforos (con clementos) colocai: esas tres em una caja

de cigarrillos, cuando tienen tres cajas de cigarrillos, cada uma cow
sus tres cajas de fdsforos colocan edas cajas de cigarrillog en una
caja mis grande, etc.

Otros dibujan drboles com varifocs pises. En cada pisc una rama

)
g8c parte en tres.

Piso Des

Piso Uno

S aiai iR L e R et

Pieo Cero

ERIC

PAFullToxt Provided by ERIC




tienen tres fésforos los colocan en una caja de fésforos, cuando tienen
tres cajas de fésforos (con elementos) colocan esas trcs en una caja

de cigarrillos, cuando tienen tres cajas de cigarrillos, cada una con
sus tres cajas de fésforos colocan esas cajas de cigarrillos en una

caja mAs grande, etc.

Otros dibujan &rboles con varios pises. En cada piso una rama

8e parte en tres.

. Piso Dos

Piso Uno

Pieo Cero

En otra escuela del "pafs de tres" usan un CONTADOR que se presen

ta como un estante al cual estid fijada una tabla que gira alrededor de

una bisagta. Disponen tam-

: //// Piso "tres"
h bién de cajitas de pléstico
Tabla 3 / 2iso "dos"
tramsparente.
_~"1 Piso "uno"
P ”" ”
Bisagra . d) ///// iso "'cero

Para encontrar el nimero de elementos de un conjunto proceden de
la siguiente manera: Depositan un elemento del conjunto en una caja de
pldstico que colocan en el pisb "cero". S1i efectian esta accién tres

veces en tal forma que cuando hay tres cajas (que tieren cada una su

e
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elemento) en el piso cero, sacan las tres cajas del contador y ponen
el contenido de ellas ¢n una sola, que colozan en el piso superior,
és decir, el piso "uno". Contindan echando un elemento en una caja
que se coloca en el piso "cero" hasta tener tres cajas, momento en el
cual se repite lo ahterior. De una manera general, cuando llegan a
tener tres cajas con elementos en el piso 'n'" sacan esas tres cejas
del contador y depositan el contenido de ellas en una sola que colo-
can en el piso "n + 1". Se podr{a colocar otro contador sobre el pri
mero si ese no tiene un numero suficiente de pisos. El proceso se de

tiene cuando todos 1os elementos de nuestro conjunto hayan sido colo-

cados en las cajas del contador.

o R S

S S
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elemento) en el piso cero, sacan 1las tres cajas del contador y ponen
el contenido de ellas en una sola, que colocan en el piso superior,
es decir, el piso "uno". Contindan echando un elemento en una caja
que se coloca en el piso "cero" hasta tener tres cajas, momento en el
cual se repite lo anterior. De una manera general, cuando llegan a
tener tres cajas con elementos en el piso '"n" sacan esas tres cajas
del contador y depositan el contenido de ellas en una sols que colo-
: can en el piso "n + 1". Se podrfa colocar otro contador sobre el pri
mero 8i ese no tiene un nimero suficiente de pisos. E1 proceso se de

tiene cuando todos los elementos de nuestro conjunto hayan sido colo-

cados en las cajas del contador.
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Figura 9

Supongamos que tenemos la situacién ccrrespondiente al esquema :

presentado en la Figura 9.

Si sobre la plancha que gira, y en cada piso, colocamos una eti

queta sobre la cual hemos escrito el nimero de cajas que hay en el piso i
i

11
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correspondiente obtenemos para nuestro ejemplo (@ y para notar el
1

nimero de elementos, siguiendo la escritura convencienal, bastard con
nue hagemos girar la tabla ; as{ tendremos entonces 201 que es el car
diral o nimero de elementos del conjunto considerado inicialmente.

010! 201 en el "pafs de tres" no se lee doscientos uno, sino DOS CERO

UNC.

Para escribir la lista de nimeros en el "pafs d: tres", los alum-
nos utilizan el contador, colocan un elemento en el aparato y escriben
el nimero corresnondiente; continuando el proceso como se dijo snterior

mente.
Obtienen una lista cuyo principio es: 1, 2, 10, 11, 12, 20,

21, 22, 100, 101, 102.

NOTA: Esta 1ista debe el lector encontrarla por s{ mismo.

Hav un juego con dados que le gusta a los nifios: se Juega por gru-
pos de cuatro, un alumno descmpefla el papel de Banco y es &l quien dis-

pone de billetes

PAIS Dt TRES PAIS DE TRES PAIS DE TRES
i 10 100
-
Figura 10

Un alumno coge un dado y lo lanza:

51 sale, dice 12 (se lee uno dos) y el banquero debe

¢]
L3
L]

3 D

Jarle la suma correspondiente o sea un billete de 10 y dos de 1.
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Cuando tiene tres billetes del mismo valor debe cambiarlos por

otro. Cada alumno juega & su turno. Gana el alumno que, al fin del -

”periodo, tiene més plata.

Problema: Si un alumno juega seis veces y raca una vez cada otime

ro cudnto tendria? Esto en el “pafs de tres".

Otro juego bastante interesante es el siguiente: Se dibuja en el

suelo una figura como la de la gréfica 11

} |
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Figura 11
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Cuando tiene tres billetes del mismo valor debe cambiarlos por

otro. Cada alumno juega a su turno. Gana el alumno que, al fin del -

‘periodo, tiene mds plata.

Problema: Si un alumno juega seis veces y saca una vez cada nﬁmg

ro cudnto tendria? Esto en el "pafs de tres".

Otro juego bastante interesante es el siguiente: Se dibuja en el

“\ suelo una figura como la de la grdfica 11
\Y
AlB ,
L i ¢ f
[ILY = .
no :
PN ;
Figura 11

Para pasar de una casita a la siguiente como lo indica el dibujo,

el alumno debe decir el nimero correcto. Por ejemplo, para pasar de

la "Casa A" a la "Casa B" el nifio debe decir 121. Gana quien llegue

mis lejos.

Pruebas que hacen los nifios del 'pais de tres"

Escribir el

C) o { nimero de
"'\

O ~ elementos.
,O/(—ﬂ

(La bandera indica
O
AT

) A
A </ 1 z’“ crito en el "pais de tres").
/1

f

~
\

que ese numero debe ser es

=0
\\ —)
=7

N,

)

Figura 12
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Completar La flecha significa:
"es inmediatamente anterior a'".

Se pueden hacer también esquemas

que corresponden a la relacién

"es inmediatamente posterior a'.

: Figura 13

Ahora se plantea otro problema: Si Juan dice a Pedro "te presté
21 bolitas, debes devolvérmelas”. Pedro tiene que hallar un conjunto

conociendo su cardinal. Cémo hace? Claro estd, si conoce perfectamen

te la lista de los nimeros los podr4 contar 1, 2, 10, 11, hasta que

llegue a 21, pero si no conoce bien esa lista las colocard una por una

G R DS

en el contador, indicando cada vez ol nimero de elementog due Se eq




Completar La flecha significa:
"es inmediatamente anterior a'".

Se pueden hacer también esquemas

que corresponden a la relacién

"es inmediatamente posterior a'.

Figvra 13

Ahora se plantea otro problema: Si Juan dice a Pedro "te presté
21 bolitas, debes devolvérmelas'. Pedro tiene que hallar un conjunto
conociendo su cardinal. Cémo hace? Claro estd, si conoce perfectamen
te la lista de los nimeros los podrd contar 1, 2, 10, 11, hasta que
llegue a 21, pero si no conoce bien esa lista las colocard una pc. una
en el contador, indicando cada vez el nimero de elementos que Se encuen
tran en el aparato hasta llegar a 21, o también puede colocar sus bolitas

em el suelo y hacer rondas.

/.-~"‘\\ PR
, hY "
; ® A
,f f N ° -
/. . .
. 8 o /e ‘/ '
s’ Y

Figura 14
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Nos_encontramos ahora en el "pais de cuatro" cuya bandera se-

Cufl serd la diferencia con el'pafs de tres"? Sen-

cillamente dirfamos: En lugar de hacer las agrupaciones en tres, se
hacen en cuatrc; en esta forma podemos practichr los mismos juegos

as{: en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, ete.

Usando el contador, cuando hay cuatro cajitas con elementos en
un piso n se deposita el contenido de esas cuatro cajas en una so-
la y se coloca en el piso n + 1. El principio de la lista de nimeros
en base cuvatro es: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22,

23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103.

Los billetes que circulan en el'pafs de cuatro" somn:

[ﬁ PAIS DE CUATRO l l PAIS DE CUATRO‘} [ PAIS DE CUATRO
4 e 1 (YO

82 ST S i e B s L e L s e re
AN e S A AEEE S na B R A B A
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Nos encontramos ahora en el "pafs de cuatro” cuya bandera se-

=
ria: “'gJ Cudl seré la diferencia con el'pais de tres'? Sen-

cillamente dirfamos: En lugar de hacer las agrupaciones en tres, se
hacen en cuatro; en esta forma podemos practichr los mismos juegos

as{: en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, ete.

Usando cl contador, cuando hay cuatro cajitas con elementos en
un piso n se deposita el contenido de esas cuatro cajas en una so-
la y se coloca en el piso n + 1. El principio de la lista de nimeros
en base cuatro es: O, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22,

23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103.

Los billetes que circulan en el''pafs de cuatro" som: i

e

PAIS DE CUATRO PAIS DE CUATRO

1 10

PAIS DE CUATRO

100

Pruebas: ‘<>

Q

x X
x X

i

—

Escribir el
nimero de -

O
FO

RN

\’F
v/

70
PIQ)

elementos de

L.
[

50
40,
~ %0

X X
. x X
[

H

!
.

Dibuje los
elementos del
grédfico cuyo

este conjunto.

Figura 15

13

Complete las

flechas de es

te cuadro si

cada una sig-

cardinal e& 21.

B e o s DR E SR P SRR G P

nifica "... es
seguido por..."
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; Problemas de Fronteras. %
i Los paises "de tres" y "de cuatro" son vecinos, sus habitantes g
; viajan a menudo de un pais al otro. En cada pais no se permite que i;
E la gente lleve dinero del otro, de tal manera que cuando uno llega a §
é? la frontera debe ir al banco para cambiar su plata, pero alli por un £
i billete de 1 de un pafs se di un billete de 1 de cualquier otro. %
? Problema: Un sefior del "pais de tres" se presenta al Banco con

dos billetes de 100 y un billete de 10. Qué billetes del "pafs de cua

tro va a recibir? La manera méds sencilla de proceder consiste en cam-

biar los billetes de 100 y de 10 por billetes de 1 del mismo pais y

después cembiar los billetes de 1 por billetes de 1 del otro pais,
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Problemas de Fronteras.

Los paises 'de tres" y 'de cuatro” son vecinos, sus habitantes
viajan a menudo de un pafs al otro. En cada pafs no se permite que
la gente lleve dinero del otro, de tal manera que cuando uno llega a
la frontera debe ir al banco para cambiar su plata, pero allf por un

billete de 1 de un pafs se d& un billete de 1 de cualquier otro.

Problema: Un sefior del "pafs de tres" se presenta al Banco con
dos billetes de i00 y un billete de 10. Qué billetes del "pafs de cua
tro va a recibir? La manera més sencilla de proceder consiste en cam-
biar los billetes de 100 y de 10 por billetes de 1 del mismo pafs y
después cambiar los billetes de 1 por billetes de 1 del otro pais,

v por fin cambiar los billetes de 1 por otros de 10 o de 100.

T ——— .

Existen, para resoiver, otros problemas similares: Unas personas

se trasladan del'pafs de cuatro” en barco :l "pafs de tres"

Llegan
o)

Personas;

Figura 16
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Si una persona del "pafs de cuatro" dice:

una persona del '"pafs de tres" diré

Si una persona del pafs de tres dice:

del"pais de cuatro"

21
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"se van 12 personas”

"llegan 20 personas".

"se van 220 personas” la

tendrd que decir: '"llegan - - - personas".

PAIS DE TRES

CONJUNTO DE LAS
PERSONAS QUE SE

ENCUENTRAN EN EL
BARCO

PAIS DE CUATRO

% 7‘/ \Oo
oo Y

10

s b et

M2 S i s sl

LIl D 2t

RIS SR AT I
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Si una persone del "pafs de cuatro" dice: "se van 12 personas"

una persona del "pafs de tres" dir& 'llegon 20 personas".

Si una persona del pafs de tres dice: 'se van 220 personas" la

del"pafs de cuatro" tendrd que decir: 'llegan - - - personas'.

CONJUNTO DE LAS
PAIS DE TRES PERSONAS QUE SE PAIS DE CUATRO
ENCUENTRAN EN EL
BARCO
O O
Moo T
NO (1O /)
} X \\./
= i /T + N /J "
/3 __Y 1S T )
]
Figura 17

Veamos qué sucede en el "pafs de dos'. En este pafs no usan sino

dos simbolos para escribir los nidmeros, ellos son el sfmbolo O y el : :

sfmbolo 1. Los nifios de ese pais conocen muy bien el juego siguiente,
efectudndolo para determinar el nimero de elementos de un conjunto de

objetos; los alumnos se ponen en fila con las manos abajo, frente al

o B R ST A A R TR S e, AT

conjunto

Q
,,(j\
i\

Figura 18
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Cuando el profesor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta

S I SRR P oA YS PP

una mano, encontrindose en la siguiente situacidn:

e a7 R S BT

N

~. N
‘___’—//I

7
L__.\"

\O .

—
\/"‘”\:\\
r"’:i;

Figura 19 g

Al caer otro elemento del conjunto; cada nifio "A" baja la mano -

pero B 2l notar esto, sube la suya, de tal menera obtenemos esta gri

fica
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Cuando el profesor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta

una mano, encontrédndose en la siguiente situacién:

E D c B
) > C C

(U

™
e~
N\
- S
“\
X
r“"’zii

Figura 19

Al caer otro eiemento del conjunto; cada nifio "A" baja la mano -

pero B =2l notar esto, sube la suya, de tal manera obtenemos esta gré

fica

E D C

O @ C

A s
AN

A
4

N
\.\(\\\

LI ¥

!

A L

Figura 20

Cae otro elemento, entonces A levanta nuevamente la mano

N /4\\ Ay (/(J\/
d/‘. ! ) i A

Figura 21

K}
5
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S1 cae otro elemento, "A" cambia de posicién su mano (la baja) y
"B" quien la tenfa levantada la baja, pero "C" al notar que "B" baja
la mano, levanta la suya. De tal manera obtenemos la gréfica 22, ha-

biendo cafido cuatro objetos

Figura 22

La situacién obtenida al caer nuevamente otro elemento del con-

junto ser{a

B G A R

P SN TOLEPS ST RS IO

SRR S AN
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51 cae otro elemento, "A" cambia de posici6én su mano (la baja) y
P

"B" quien la tenfa levantada la baja, pero "C" al notar que "B" baja
11 mano, levants la suya. De tal manera obtenemos 1: gréfica 22, ha-

biendo cafdo cuatro objetos

Figura 22

La situacidén obtenida al caer nuevamente otro elemento del con-

junto ser{a

Figura 23

Supongemos que después de la cafda del tviltimo elemento se obtiene

esiz gréfica

Figura 24
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El profesor entonces dice: "una mano arriba corresponde a 1 y
las manos 2bajo corresponde a 0" por consiguiente el cardinal del

conjunto es 1011 (Gréfica 24),

De esa manera se puede también escribir ol principio de 1a 1ista
de los nidmeros 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000 ...
Un juego similar se podrfa Practicar en otro pafs: el "de tres"

Por ejemplo, pero habr{a tres posiciones posibles:

-~ las dos manos abajo (que corresponde al 0)
= una mano arriba (que corresponde a1 1)

- dos manos arriba (que corresponde al 2)

La pelfcula del Juego serfa:

O
O
O
)
)

P/
o
o

oo B e e



El profesor entonces dice: 'una mano arriba corresponde a 1 y

\
las manos-.abajo corresponde a 0" por consiguiente el cardinal del
conjunto es 1011 (Grdfica 24).
De esa manera se puede también escribir el principio de la lista
de los ndmeros 0, 1, 10, 11, 100, 10i, 110, 11}, 1000 ...
Un juego similar se podrfa practicar en otro pafs: el "de tres"
'\ por ejemplo, pero liabrfa tres posiciones posibles:

- las dos manos abajo (que corresponde al 0)
- una mano arriba (que corresponde al 1)

- dos manos arriba (que corresponde al 2)

La pelicula del juego ser{a:
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Figura 26

es decir, que esta vez, ''B" cambia de posicién de sus manos cuando "A"

baja las dos manos. De la misma manera "C" cambia de posicidén cuando

"B" baja las dos manos, etc.
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En Colombia, en qué pais estamos? El principio de la
los enteros se escribe O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
11, ... se usan diez simbolos, en el contador se cambia de
do hay diez cajas en un piso; entonces, estamos en el pais
En una escuela de Colombia los alumnos tienen un juego con

tes elementos de madera:

- cubitos l

- reglas formadas por

diez cubos pegados

(T 777 777 /7}
HERE BN

Figura 27
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En Colombia, en qué pafs estamos? El principio de la lista de

los entercs se escribe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, ... se usan diez s{mbolos, en el contador se cambia de piso cuan
do hay diez cajas en un piso; entonces, estamos en el pafs de diez.

En una escuela de Colombia los alumnos tienen un Juego con los siguien

tes elementos de madera:

- cubitos I !
.V

- reglas formadas por

diez cubos pegados

ST T T 777777

IO

figura 27

- placas que se obtienen

pegando diez reglas (o cien cubos)

Figura 28
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Figura 29

cubos que se obtienen
pegando 10 placas

p—




~ cubos que se obtienen

pegando 10 placas

Figura 29
Para hallar el cardinal de un conjunto de cubitog, se cambian el
mayor nuimero posible de cubitos por reglas, después el mayor ndmero
posible de reglas por placas, siguiendo siempre la condicidén de cambio
cual es la de dar: 10 cubitos por una regla
| 10 reglas por una placa

10 placas por un cubo

Vamos ahora al "pais de doce", para escribir los nimero, en ese
pais usan los simbolos O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y otros
dos faros que reemplazaremos por a y b. El principio de la lista
de los enteros en base, jJoce es 0, 1, 2, 3, &4, S5, 6, 7, 8, 9,

a, b, 10, 11, 12, 13, - - 19, 1a, 1b, 20, 21, 22,

En esc pais dicen: el nimero de meses por afio es 10.
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Piso 3

Piso 2

Piso 1

Piso O

Figura 30

2 2
es 10, entonces podemos decir que 10

3

obtener una caja del piso tercero?

c-17 -

LAS POTENCIAS

Volvamos a considerar el aparato para la numeracién.

Qué tenemos dentro de una
caja del piso 2 en el pais
del diez?

Para tener una caja en el
piso uno, necesitamos 10 ele
mentos y para tener una caja
en el segundo piso necesita-

mos diez cajas de diez elemen

tos, o sea en cada caja del segundo piso tenemos cien elementos. Si cien

es el nimero de elementos que

se encuentran en una caja del segundo piso en el pais del diez.

: Qué es 4”7 Es lo que hay en una caja del tercer piso en el'pais

Q = de cuatro". Cudntos elementos tuvimes que subir del piso cero para -
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LAS POTENCTIAS

;

Volvamos a considerar el aparato para la numeracién.

Qué tenemos dentro de una

| Piso 3 caja del piso 2 en el pais
| Piso 2 del diez?
| Para tener una caja en el :
Piso 1 .
piso uno, necesitamos 10 ele k
Piso 0 mentos y para tener una caja
en el segundo piso necesita-
Figura 30

mos diez cajas de dlez elemen
tos, o sea en cada caja del segundo piso tenemos cien elementos. Si cien
2
es 107, entonces podemos decir que 102 es el nimero de elementos que

se encuentran en una caja del segundo piso en el pais del diez.

Qué es 637 Es 1o que hay en una caja del tercer piso en el"pais f
de cuatro". Cudntos elementos tuvimos que subir del piso cero para -

obtener una caja del piso tercero?

Piso 1

a\”

Entonces 4 es también 4 X 4 X &

27 i Gkl T8 S W e A b

Figura 31
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Qué es 10°? Estamos en el “"pais de diez". Qué se encuentra en
una caja del piso cero? Segin dijimos, en todos los pafses procede-

mos del mismo modo para llenar las cajas del piso cero puesto que siem

REP O RIS I

pre ponemos un elemento en cada caja. Entonces

10° = 1

a3 AR P 3T Cam 24 a2

Ahora qué representa 4°? Es el nimero de elementos que hay en
una caja en el piso cero en el "pafs de cuatro". Es decir encontramos 4

también uno, esto es
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Qué es 10°? Estamos en el "pais de diez". Qué se encuentra en
una caja del piso cero? Segin dijimos, en todos los paises procede-
mos del mismo modo para llenar las cajas del piso cero puesto que siem

pre ponemos un elemento en cada caja. Entonces
10° = 1

Ahora qué representa 4°? Es el nimero de elementos que hay en
una caja en el piso cero en el "pais de cuatro". Es decir encontramos

también uno, esto es

40 = ]

Qué es n° si n representa un entero natural superior a cero?
Cémo vamos a proceder? Exactamente del mismo modo, colocando un ele-~

mento en cada caja del piso cero. Desde luego

Cémo escribir 1971 utilizando las potencias? Cuando eseribimos
1971 queremos decir que, viviendo en el'pafs de diez", tenemos una ca-
Ja en el piso tres o sea 1 X 103, nueve cajes en el piso dos o sea
9 X 102, slete cajas en el piso uno o sea 7 X 101 y una caja en

el piso cero o sea 1 X 10° desde luego

1971 = 1 x 100 + 9 x 102 + 7 x 100 + 1 x 10°
En el'pafs de cinco" se podrfa considerar
2 x 53 + 3 x 52 + 2 x sl 4+ 4 x s5°

Eso representa un nimero; coémo se escribe ese ndmero en el "pafis
p

de diez"? 339

el
T
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C -19 -
Pocc a poco llegamos a los polinomios del tipo

n n-1+___+
a, x + 8,.1 ¥ a,
en el caso particular siguiente:
X es un entero natural superior a uno
todos los coeficientes a; son enteros inferiores a x ( 1 va-

riade n a o).

EVALUACION DE LOS CONOCIMIENTOS ADQUIRIDOS: Completar el siguiente

cuadro.
PAIS DE DOS PAIS DE TRES PAIS DE CINCO PAIS DE DIEZ

10

B s T TR T AR IR ST PR S

2 2

f~>
>

RS R AR R  tRR R e aaese llan il ni s e

Figura 32
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ALGO DE LOGICA MATEMATICA

Construyamos dos conjuntos A y B,

uno de ellos la proposicién: TODOS LOS CABALLEROS DEL CONJUNTO

LLEVAN SOMBRERO

consideremos sobre cada

Todos los caballeros
del conjunto A 1lle

van sombrero

Figura 1

Estaremos de acuerdo al decir que esa proposicién es verdadera,

BN RSN
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ALGO DE LOGICA MATEMATICA

Construyamos dos conjuntos A y B, consideremos sobre cada

uno de ellos la proposicién: TODOS LOS CABALLEROS DEL CONJUNTO -
LLEVAN SOMBRERO

Todos los caballeros
del conjunto A 1le

van sombrero

Figura 1

Estaremos de acuerdo al decir que esa proposicién es verdadera,

puesto que no podemos indicar uno que no lleve sombrero

Ahora, si decimos

SO \\\ Todos 1os caballeros |
TR i ‘f
ey -Q) Ny :;____ del conjunto B lle é
jf%i ;”S\ . van sombrero Z
4\ | !
ped
/ j,.
s
B

Figura 2
Comprobamos que es falsa porque podemos seflalar uno que no

lleva sombrero. Pero SI NO SE PUEDE ENCONTRAR por 1o menos -

4
i
2
-5
%
3
&




8 1{7

UNO QUi NO CUMPLA LA CONDICION, entonces NO SE PUEDE DECTR QUE SEA

D-2-

FALSO; as{ por ejemplo en el conjunto C (Figure 3) tenemos:

Todas las nifies del ;
Conjunto C 1llevan

sombrero

e T bl
SEELIAL TR RECHRNS SR

No se puede afirmar que sea falso porque no existe en C una

nifia que no lleve sombrero.

Pt A L T Tt i X C L e s e P 0
S B e R R A s R i B s

Consideremos ahora una proposicién cualquiera, distingamos “a

de su negacidén y de su proposicién contraria:

o

Lo

[ — — 1~ —- | . ] B
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UNO QUE NC CUMPLA LA CONDICION, entonces NO SE PUEDE DECIR QUE SEA

FALSO; as{ por ejemplo en el conjunto C (Figura 3) tenemos:

'ff>' Todas las nifias del
~~~~~ v : —-/
(& //j;\t <:§if——-——~ Conjunto C 1llevan

sombrero

Lo
P
————
A

Figura 3

No se puede afirmar que sea falso porque no existe en C una

nifia que no lleve sombrero.

Consideremos ahora una proposicién cualquiera, distingamos la

de su negacidn y de su proposicién contraria:

En cada taza hay café

Esta situacién corresponde !

a'ia NEGACION de

En cada taza hay café

Esta situacién corresponde

WANAVANIE——.

En cada taza hay café

B T L U S SO APV Y

Figura 4

T R i Sk FRre R e




D-3-

Representemos por el sfmbolo p 1la proposicién "en cada taza

hay café" y designemos como '"no p" 1la negacién de p y como

L "co p" 1o contrario de p. Veamos si ellas con ciertas o falsas,

\ colocando el resultado en un cuadro:

K:::Z) K 6: ‘ Z; proposicién | cierto falso
P X
DD
i

co P X

proposicién | cierto | falso E
P X ;
no p X
co p X ;

Figura 5
Conclusién: '
Para que la NEGACION de una proposicién sea cierta (o que la

proposicién sea falsa) es SUFICIENTE que haya UN elemento el cual

no la cumpla.

Para que la CONTRARIA de una proposicién sea verdadera es -

NECESARIO y SUFICIENTE que TODOS 108 elementos no la cumplan.
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Imaginemos esta nueva situacidn:

< & O I
T B N
&,\} ) / { 6?

o]

Figura 6

"Todos los caballeros del conjunto D 1llevan sombrero"

Luego:

un elemento de este ese elemento

§ I | conjunto es un caba ENTONCES| lleva un som

llero brero

o, dicho de otra manera:

Ser caballero IMPLICA llevar sombrero

lo que escribimos

ser caballero ::> llevar sombrero

A

podemos afirmar que esa proposicién es cierta en el conjunto ante-

rior pero no lo es en cualquier conjunto.




En el conjunto E existe un caballero que no lleva sombrero

("existe un" se debe entender como "existe por lo menos un' lo que

a veces se representa por el s{mbolo 33) entonces, en ese caso

50 © 0 ©
IR /e\\ *,// . /\ /(\_.
2 - "T‘ S

Figura 7
AN
/

ser caballero

llevar sombrero

pero, en ese mismo conjunto E se puede afirmar:

[;o llevar sombrero

S)l ser caballero
7

pues todos los que no llevan sombreros son caballeros, o no se pue

de encontrar ningin elemento que tenga las dos propiedades:

MBI e T R PR SR E R S

SRR




En el conjunto E existe un caballero que no lleva sombrero

("existe un" se debe entender como "existe por lo menos un" lo que

a veces se representa por el sfmbolo 3) entonces, en ese caso

ser caballero

llevar sombrero

pero, en cse mismo conjunto E 8Se puede afirmar:

no llevar sombrero

S)[ ser caballero l
7

pues todos los que no llevan sombreros son caballeros, o no se pue

de encontrar ningin elemento que tenga las dos propledades:

no llevar sombrero y no ser caballero

Pero:

ser caballero

N

:>* no llevar sombrero

pues se¢ puede encontrar un elementc que presente las dos propiedades:

* ser caballero y llevar sombrero

R e g T
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Otra IMPLICACION cierta en el conjunto E:

h N
ser dama | =/ llevar sombrero

Pero la IMPLICACION RECIPROCA (que se obtiene cambiando de po-

sicién las propiedades) es falsa

/

llevar sombrero /1 > ser dama

pues existe un elemento que lleva sombrero y no es dama.

Consideramos ahora el REFERENCIAL F

Friga e et I

oy s

T T

it
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Otra IMPLICACION cierta en el conjunto E:

A X
/> llevar sombrero

ser dama '

sicién las propiedades) es falsa

Pero la IMPLICACION RECIPROCA (que se obtiene cambiando de po-

/

v

:> ser dama

llevar sombrero //

pues existe un elemento que lleva sombrero y no es dama.

Consideramos ahora el REFERENCIAL F

Podemos afirmar:

ser Dama

El conjunto de las damas ES

no llevan sombrero

Pero

no llevar sombrero

::> no llevar Sombrero]

A --

UN SUBCONJUNTO de las personas que

:> ser dama

g

S MR SR TN Rt S T R AT s
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l
i El conjunto de las personas que no llevan sombrero NO ES UN
| SUBCONJUNTO del conjuanto de las damas.

\ llevar sombrero :} ser caballero

El conjunto de las personas que llevan sombrero ES UN SUB-
CONJUNTO del conjunto de los caballeros (por no temer sino un ele

mento ese conjunto se 1lama CONJUNTO UNITARIO).

Pero se puede también decir que:

El conjunto de los caballeros NO ES UN SUBCONJUNTO del conjun

to de las personas que llevan sombrero y

%
/ :

de la misma manera designemos como F (q) el subconjunto de los ele-

mentos que tienen lz propiedad q.

: ser caballero 7 :) llevar sombrero E
i ] /, :
E Aparece entonces una relacién entre 1la nocién de subconjunto y E
;f la nocién de implicacién. é
;i De una manera general sea el conjunto F; designemos como F (p) E
? ¢l subconjunto de 1los elementos de F que tienen la propiedad p; %

S R e

o

Por ejemplo: p = ser dama

q = no llevar sombrero

i
piny
2

g
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Para estas condiciones, de la Grdfica 8 tenemos que: F(p) es
el subconjunto llamado D de las damas del conjunto F.

F(q) es el subconjunto de los elementos de F que no llevan sombre

ro, designado pcr la letra S.

Si F(p) es un SUBOCONJUNTO de F(q),

diremos que p=—=3q

0JO! Esto no es una definicidn de la implicacién, pues existen
implicaciones de otro tipo. Por ejemplo: 8i llueve ENTONCES llevo

mi paraguas.

dppmpm— T ——

L Llueve -—--—*"> " Llevo mi paraguas

Desde luego 8i en un parqueadero el conjunto de los carros blan-

cos es un subcenjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que,



Para estas condiciones, de la Gréfica 8 tenemos que: F(p) es

el subconjunto llamado D de las damas del conjunto F.

F(q) es el subconjunto de los elementos de F que no llevan sombre

T TR e T

ro, designado por la letra S.

Si F(p) es un SUBCONJUNTO de F(q),

} diremos que p=—q

0J0! Esto no es una definicién de la implicacién, pues existen
implicaciones de otro tipo. Por ejemplo: si llueve ENTONCES llevo

mi paraguas.

Llueve —-—-—-—--"> Llevo mi paraguas

-

Desde luego si en un parqueadero el conjunto de los carros blan-
cos es un subconjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que,

en el conjunto de carros de dicho parqueadero

blanco :@ Ford ki
:

Hacia el absurdo?

P P R

L AP S S ot e . L b 2 P a8 vl

Figura 9

Considermaos la propiedad q: "no llevar sombrero"; G(q) es un

subconjunto de G; G(q) tiene tres elementos.
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Consideramos la propiedad r: 'ser caballero”, G(r) es un sub-

conjunto de G: G(r) tiene 2 elementos.
A una propiedad siempre le corresponde un conjunto.

Consideremos la propiedad s: 'ser animal' diremos también que
G(s), o sea el conjunto de los elementos de G que tiene la propie
dad de ser animales es un SUBCONJUNTO de G; ocurre en este caso que

G(S) no tiene ningin elemento, es el conjunto VACIO que representa

mos por @.

) Procediendo de esa manera gse podrd siempre considerar el conjunto
vacfo como subconjunto de cualquier conjunto. Ejemplo: Sea el con-

junto P de los enteros pares. El conjunto vacfo es un subconjunto

¢ P (lo que escribiremos;ZﬂZ.F’ ). En efecto, el conjunto de los

elementos de P que no son miltiplos de dos es un subconjunto de P

A .

Y
&
¥

%
X

B ST LA P IF R

R S AR B LA D e




"Ill'IlIIllIIIIIIIIlIIIIIIllllllllllllllllll.--.----'-"""'c::__________________________

& Consideramos la propiedad r: ''ser caballero", G(r) es un sub-

conjunto de G: G(r) tiene 2 elementos.
A una propiedad siempre le corresponde un conjunto.

Consideremos la propiedad s: ''ser animal'' diremos también que

G(s), o sea el conjunto de los elementos de G que tiene la propie

dad de ser animales e8 un SUBCONJUNTO de G; ocurre en este caso que

}\\ G(S) no tiene ningin elemento, es el conjunto VACIO que representa

T mos por @.

Procediendo de esa manera se podré siempre considerar el conjunto

vacfo como subconjunto de cualquier conjunto. Ejemplo: Sea el con-

junto P de los enteros pares. El conjunto vacfo es un subconjunto

d& P (lo que escribiremos/ZVC.F7 ). En efecto, el conjunto de los
elementos de P que no son miltiplos de dos es un subconjunto de P
pero como resulta que todos los nimeros pares son miltiplos de dos,

entonces el conjunto de los elementos de P que no son miltiplos de

dos, es el conjunto vacio; conclusién:,%c. F

i AZUL \ AZUL

Figura 10

Sea H un conjunto de figures. H es nuestro referencial. En

ese conjunto las figuras estén pintadas de un solo fondo.

N
Iny




Sea H(d) el subconjunto de los discos de H. Es evidente que

H(d) es un conjunto vacio:
}. H(d) = 9

Pero, seglin lo dicho anteriormente, como H(d) es el conjun
to vacfo, H(d) se puede considerar también como subconjunto de

H'( a) subconjunto de los elementos de H que son azules.

H(d) C H(a)

Desde luego ‘ disco ‘:j' azul

(Es cierto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que

no sea azul).

Por otra parte, si se designa por H(n) el subconjunto de los
elementos de H que son negros, se puede decir también que el subcon
junto H(d) de los discos de H es un subconjunto de H(n) pues,
segin lo visto anteriormente, H(d) es vacfo y el conjunto vacfo

es un subconjunto de cualquier conjunto.

H(d) & H(n)

Desde luego

L disco ":7{ negro‘|

(Ec cierto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que

5
2
¥

no sea negro).
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Pero si consideranos las dos implicaciones:

-

disco | T azul

SU—
r_—-._“_ﬁ

disco

—.

Podemos notar que tenemos a la vez

[ disco l‘—f:::7 azul

l
' disco :::::::?f no azul
L L

Pues 81 un elemento es negro no es azul.

Llegamos entonces en la situacidén en que un elemento a la vez
ticne una propiedad y no la tiene; eso no se puede sino en el caso

de que el conjunto de tales elementos sea el conjunto vacfo.

51 un conjunto E no es vacfo, y consideramos cierta propiedad
p admitiremos en matemdtica que no hay sino dos posibilidades para

cualquier elemento de E:

0 esec elemento cumple con p

0 ese elemento no cumple con p

;
Parg.-“probar que un conjunto es vacfo se podrfia entonces probar

o

que sus elementos cumplen a la vez con una propiedad y con la nega-

cién de la misma.
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UNOS EJERCICIOS

ll Consideremos la proposicidn P, siguiente: 2

Todos los elefanves de los llanos colomvianos

son verdes

Es cierto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encon-

trar ningin elefante verde.

(ﬁl 2' Consideremos la proposicidn p2




UNOS EJERCICIOS

Consideremos la proposicién p1 siguiente:

trar

Todos los elefantes de los llanos colombianos

son verdes

Es cierto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encon-

ningin elefante verde.

Consideremos la proposicién p

X

Todos\}os elefantes de los llanos colombianos

no son verdes

. Es clerto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encontrar

ningin elefante no verde.

S{ a un extranjero que no sabe nada de Colombia pero sabe ldgica

Matemética se le dice:

o

las proposiciones p y p2 son ciertas
1

e e

Qué puede conclufr este extranjero?

El conjunto de elefantes es tal que 8sus e¢lementos cumplen a la

vez con una propiedad y su negacifn; entonces ese conjunto es vacio,

de tal manera que se puede conclufr: en los llanos colombianos no

vive

ningdn elefante.
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Consideremos las siguientes situaciones:

4

_—0

F




i
b
i
!
a
b
£
1.
s

son cilertas.

5%

Proposicién
Todas las personas llevan
n_
P sombrero
conjuntos 'i
proposicidn NEGACION DE
"no p" Todas las personas llevan
sombrero
conjuntos ES

_proposicién

LO CONTRARIO DE I

Todas las personas llevan

D-14 -

Analicemos en cuéles conjuntos las siguientes proposiciones,

T A B B e TS St it Lt



Analicemos en cufles conjuntos las siguientes proposiciones,

son ciertas.

Proposicién
Todas las personas llevan
"n.n
P sombrero
conjuntos '1
\ proposicién NEGACION DE
"o p" Todas las personas llevan
P gsombrero ;
conjuntos ES i
proposicién LO CONTRARIO DE
i
Todas las personas llevan B
" co pll i
sombrero !
conjuntos 1

proposicidn q: TODAS LAS NINAS LLEVAN SOMBRERO

5

q cierta en los

conjuntos
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