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ACTUALIZACION liATEMAT ICA

Al_plantear en nuestro primer fascfculo la necesidad de una actualizacicin

matemAtica en los maestros de ensenanza primaria y los aportes que haremos

a ella, sugiriendo los posibles cambios en la tecnica de La enseflanza de

Las matemiticas principalmente en lo concerniente a los prtmeros efts de

la escuela, queremos a lo largo de nuestra obra introducir una eerie de

ejercicios capaces de guiar a los ninos en el desarrollo logic° -mateatico

sea el caso de los conceptos relacionados con la idea de ndmero.

Es fgcil reconocer que el estudio de la teorfa de conjuntos nos lleva a

hacer consideraciones de orden lOgico por lo cual debemos pretender, al en

seller las matemgticas, buscar el desarrollo de las facultades necesarias al

alumno en el manana. Precisamente, uno de los medios dentro de los muchos

propuestos se fundamenta en la variabilidad de experiencias concretes y die

tintas sobre las cuales pueden efectuarse tareas matangticas equivalentes.

Asf por ejemplo el jugar en distintas bases permite abstraer el concepto de

valor de posiciOn con mayor facilidad que cuando se aprende exclusivamente

en base 10, de este modo los ndmeros suiL>en como propiedades relatives a con

juntos de objetos que permiten abstraerse.
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LA NUMERACION EN DISTINTAS BASES

Nos encontramos en un pais que llamaremos el "pais de tres" cuya -

bandera vemos ace.

A los nifos de este pais les gusta jugar, formando conjuntos de

tres elementos. Por ejemplo hacen rondas de la manera siguiente: Cuan

do uno da la seftal se agrupan en rondas de tres (decimos que eras ron-

das son pequelas)

J

Figura 1

O

Puede ocurrir que uno o dos niftos queden fuera de as rondas.

Obteniendose, al representar en el tablero is siguiente situaci6n

Figura 2

4
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Despues de otra seflal, tres rondas pequeftas se agrupan pars former

una ronda mediaaa; lo que se obtiene entonces puede ser representado por:

X A

Figura 3

Si hay tres rondas medianas, se agruparan tres de ellas pare for-

mar una ronda grande.

El profesor les hace separar y agrupar de nuevo totalmente, esco-

giendo otros amigos pare former rondas pequeftas; asi se daran cuenta

que la representacion es siempre la misma, aunque cAmbien de posici6n

los niftos que forman las rondas pequeftas de tres.

Pero si se incluye el profesor en las rondas, cambia la representa

cion inicial. Al unirse con los dos alumnos que sobraban, forman una

ronda medians y se obtiene el grafico mostrado en la Figura 4.

Figura 4
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Un alumno -se 4t6.cuents-que-para
recordar4ara-suficiente anotar

el ndmero de rondas de cada tipo, asi:

0

Figura 5

Y haciendo-la---convenci6n, de-arotar--primero-las ..rordaa mas- .

grandes,.es suficiente escribir 200 (que se lee dos,. cero, cere)..

Este Ouega se-puede realizar con mater iales diferentes, por ejemplo

con piedras, en el suelo

e' Q\
** / 4



Un alumno .se di4-cuents-qua pars recardar.era suficiente anotar

el ndmero de rondas de cads tipo, asf:

0
O 0

Figura 5

Y, hacienda la.- conveacion de-anntar-.primero. -las .ror daa awls

grandes,.es suficiente escribir 100 (que se lee dos, cero, cere).

Este Ouego se.puede realizar con materiales diferentes, porMemplo

con piedras, en el. suelo

Figura 6

Encerrando en una case pequefia un conjunto de tres piedras, des-

pas se encierran en una casa medians tres.casas pequefias, y asi suce

sivamente.

En otra escuela tienen la suerte de.disponer de ladrillos dc "extra

landia". Con trey, ladrillos forman una torre pequefia, con tres torres

pequeflas forman una tot-re medians, con tres torres medianas Una grande,

etc.

En otra escuela empacan f6sforos de la manera siguiente: ouanda
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tienen tres Msfaros Los colocam an una raja de ft:afar-as, cuanda ttenen

tres calas de Msforos (cam elementas )' calocam esas tres em una cala

de atgarriilas,, =arida tfenen tres cad:as de cigarrilLas, cad& una cam

sus ties aalas de Msfaros =loam asas rajas:: de cigarrinias ea una

raja mAs grande, eta.

Otros dibujan giboles con vartas gimlet. Ea cads pisa una tame

se parte en tres.

Pisa Das

Pisa Una

Pile Caro



Tabla

Bisagra
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tienen tres f6sforos los colocan en una caja de f6sforos, cuando tienen

tres cajas de f6sforos (con elementoe) colocan esas tree en una caja

de cigarrillos, cuando tienen tres cajas de cigarrillos, cads una con

sus tree cajas de fdsforos colocan eons cajas de cigarrillos en una

caja mite grande, etc.

Otros dibujan drboles con varios piano. En cads piso una rams

se parte en tres.

Piso Dos

piso Uno

Piso Cero

En otra escuela del "pais de tres" usan un OONTADOR que se presen

to coma un estante al cual esta fijada una tabla que gira alrededor de

una bisagta. Disponen tam-

Piso tres

Min de cajitas de pldstico

Piso "dos
transparente.

Piso "uno"

Piso "cero"

Para encontrar el ntimero de elementos de un conjunto proceden de

la siguiente manera: Depositan un elemento del conjunto en una caja de

plgstico que colocan en el piso "cero". Si efectgan eeta sod& tres

veces en tal forma que cuando hay tres cajas (que tienen cads una su
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elemento) en el piso cero, sacan las tree cajas del contador y ponen

el contenido de ellas en una cola, que colocan en el piso superior,

es decir, el piso "uno". Contindan echando un elemento en una caja

que se coloca en el piso ".cero" haste tener tree cajas, momento en el

cual se repite lo anterior. De una manera general, cuando llegan a

tener tres cajas con elementos en el piso "n" sacan esas tree cajas

del contador y depositan el contenido de ellen en una sola que colo-

can en el piso "n + 1". Se podrfa colocar otro contador sobre el pri

mero si ese no tiene un ndmero suficiente de pisos. El proceso se de

tiene cuando todos los elementos de nuestro conjunto hayan sido colo-

cados en las cajas del contador.



elemento) en el piso cero, sacan las tree cajas del contador y ponen

el contenido de ellas en una sola, que colocan en el piso superior,

es decir, el piso "uno". Contindan echando un elemento en una cap

que se coloca en el piso ':cero" haste tener ties cajas, momento en el

cual se repite lo anterior. De una manera general, cuando Ilegan a

tener tres cajas con elementos en el piso "n" sacan esas tree cajas

del contador y depositan el contenido de ellas en una Bola que colo-

can en el piso "n + 1". Se podria colocar otro contador sobre el pri

mero si ese no tiene un ndmero suficiente de pisos. El proceso se de

tiene cuando todos los elementos de nuestro conjunto hayan sido colo-

cados en las cajas del contador.

Figura 9

Supongamos que tenemos la situacidn ccrrespondiente al esquema

preaentado en la Figura 9.

Si sobre la plancha que gira, y en coda piso, colocamos una eti

queta sobre la cual hemos escrito el ndmero de cajas que hay en el piso
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2

correspondiente obtenemos para nuestro ejemplo 0 y para notar el

1

rulmero de elementos, siguiendo la escrttura convencional, bastard con

hagamos girar la table asf tendremos entoncs 201 que es el car

diral o nt!mero de elementos del conjunto considerado inicialmente.

OJO 201 en el "pais de trcs" no se lee doscientos uno, sino DOS CEPO

UNC.

Fara escribir la lista de nUmeros en el "pais dL tres", los alum-

nos utilizan el contador, colocan un elemento en el aparato y escriben

el ntimero correspondiente; continuando el procaso como se dijo anterior

mente.

Obtienen una lista cuyo principio es: 1, 2, 10, 11, 12, 20,

21, 22, 100, 101, 102.

NOTA: Este lista debe el lector encontrarla por si mismo.

Hay un juego con dados que le gusta a los nifios: se juega por gru-

pos de cuatro, un alumno desemperia el papel de Banco y es 41 quien dis-

pone de billetes

PAIS DE TRES

A

PATS DE TRES

10
_-/

Figura 10

Un alumno coge un dado y lo lanza:

Si sale,
I a 4t

PAIS DE TRES

100

dice 12 (se lee uno dos) y el tianquero aebe

iarle la sum correspondiente o sea un billete de 10 y dos de 1.
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Cuando tiene tres billetes del mismo valor debe cambiarlos por

otro. Cada alumno juega a su turno. Gana el alumno que, al fin del

periodo, tiene mAs plata.

Problema: Si un alumno juega seis veces y caca una vez cada mime

ro cuanto tendria? Esto en el "pais de tres".

Otro juego bastante interesante es el siguiente: Se dibuja en el

suelo una figura como la de la grAfica 11

j3

Figura 11



Cuando tiene tres billetes del mismo valor debe cambiarlos por

otro. Cada alumno juega a su turno. Gana el alumno que, al fin del

period°, tickle mAs plata.

Problema: Si un alumno juega eels veces y Baca una vez cada name

ro cufinto tendria? Esto en el "pais de tres".

Otto juego bastante interesante es el siguiente: Se dtbuja en el

suelo una figura como la de la grafica 11

7

D

t.

Figura 11

Para pasar de una casita a la siguiente como lo indica el dibujo,

el alumno debe decir el ndmero correcto. Por ejemplo, pare pasar de

la "Casa A" a la "Casa B" el nifto debe decir 121. Gana quien llegue

mas lejos.

Pruebas ue hacen los niftos del " ais de tres"

Figura 12

..<...,bss

Escribir el

ndmero de

elementos.

(La bandera indica

que ese °timer° debe ser es

crito en el "pais de tres").



15

Completar

Figura 13

C

La flecha significa:

11

es inmediatamente anterior a".

Se pueden hacer tambign esquemas

que corresponden a is relaci6n

"es inmediatamente posterior a".

Ahora se plantea otro problema: Si Juan dice a Pedro "te preste

21 bolitas, debes devolvgrmelas". Pedro tiene que hallar un conjunto

conociendo su cardinal. Cgmo hace? Claro estg, si conoce perfectamen

te is lista de los ngmeros los podrg contar 1, 2, 10, 11, hasta que

llegue a 21, pero si no conoce bien esa lista las colocarg una por una

en el contador, indicando cads vez el ntimero d- -1



Figyra 13

La flecha significa:

"es inmediatamente anterior a".

Se pueden hacer tambien esquemas

que corresponden a la relaciOn

"es inmediatamente posterior a".

Ahora se plantea otro problems: Si Juan dice a Pedro "te preste

21 bolitas, debes devolvermelas". Pedro tiene que hallar un conjunto

conociendo su cardinal. Como hace? Claro estA, si conoce perfectamen

te la lista de los ndmeros los podrA contac 1, 2, 10, 11, hasta que

llegue a 21, pero si no conoce bien esa lista las colocard una pc. una

en el contador, indicando cads vez el ndmero de elementos que se encuen

tran en el aparato hasta llegar a 21, o tambien puede colour,: sus bolitas

en el suelo y hacer rondas.

. ..

e ,
1

f'

\

i t
t

...

)

1 /
I

0

Prueba: Dibuiar los elementos del grAfico cuyo cardinal esn 101

Figura 14

16



ria:

17

C-9-

Nos encontramos ahora en el "pais de cuatro" cuya bandera se-

Cuil sera la diferencia con eepais de tres"? Sen-

cillamente diriamos: En lugar de hacer las agrupaciones en tree, se

hacen en cuatro; en esta forma podemos practichr los miemos juegos

asi: en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, etc.

Usando el contador, cuando hay cuatro cajitas con elementos en

un piso n se deposita el contenido de esas cuatro cajaa en una so-

la y se coloca en el piso n + 1. El principio de la lista de nameros

en base cuatro es: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22,

23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103.

Los billetes que circulan en eepais de cuatro" son:

PAIS DE CUATRO

11

PAIS DE CUATRO

1 n
PAIS DE CUATROn



Nos encontramos shore en el "pais de cuatro" cuya benders se-

ria: Cual sera la diferencia con el"pais de tres"? Sen-

cillamente dirfamos: En lugar de hacer las agrupaciones en tres, se

hacen en cuatro; en este forma podemos practichr los mismos juegos

asi: en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, etc.

Usando cl contador, cuando hay cuatro cajitas con elementos en

un piso n se deposits el contenido de esas cuatro cajaa en una so-

le y se coloca en el piso n + 1. El principio de la lista de ndmeros

en base cuatro es: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22,

23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103.

Los billetes que circulan en el"pais de cuatro" 80h:

PAIS DE CUATRO

Pruebas:

PAIS DE CUATRO

1 0

Escribir el

ndmero de -

elementos de

este conjunto.

Dibuje los

elementos del

grafico cuyo

cardinal el 21.

13

30 a
2, ,o, _ - - - . .

6 21
)

Complete las

22
,,C flechas de es

x
,ii 70

x to cuadro Si

3A3/--------bk x

I 1 -.7.)
$ 121 cada una sig-

nifica "... es

Figura 15
seguido por..."

18
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Problemas de Fronteras.

C - 10 -

Los paises "de tres" y "de cuatro" son vecinos, sue habitantes

viajan a menudo de un pais al otro. En cads pais no se permite que

la gente lieve dinero del otro, de tal manera que cuando uno llega a

la frontera debe it al banco para cambiar su plata, pero sill por un

billete de 1 de un pais se un billete de 1 de cualquier otro.

Problema: Un senor del "pais de tres" se presents al Banco con

dos billetes de 100 y un billete de 10. Que billetes del "pais de cua

tro va a recibir? La manera mae sencilla de proceder consiste en cam-

biar los billetes de 100 y de 10 por billetes de 1 del mismo pais y

despues cambiar los billetes de 1 por billetes de 1 del otro pais,



Problems de Fronteras.

Los poises "de tres" y "de cuatro" son vecinos, sus habitantes

viajan a menudo de un pais al otro. En cada pais no se permite que

la gente lleve dinero del otro, de tal manera que cuando uno llega a

la frontera dehe it al banco para cambiar su plata, pero alli por un

billete de 1 de un pais se dai un billete de 1 de cualquier otro.

Problema: Un senor del "pais de tres" se presenta al Banco con

dos billetes de 100 y un billete de 10. Qu4 billetes del "pais de cua

tro va a recibir? La manera más sencilla de proceder consiste en cam-

biar los billetes de 100 y de 10 por billetes de 1 del mismo pais y

despues cambiar los billetes de 1 por billetes de 1 del otro pais,

y por fin cambiar los billetes de 1 por otros de 10 o de 100.

Existen, para resolver, otros problemas similares: Unas personas

se trasladan del"pais de cuatro" en barco :1 "pais de tres"

II

__,---------

Figura 16

20

,Se fueron 0
12

Personas

t.

A
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Si una persona del "pais de cuatro" dice: "se van 12 personas"

una persona del "pais de tres" dira "llegan 20 personas".

Si una persona del pais de tree dice: "se van 220 personas" la

del"pais de cuatro" tendra que decir: "llegan - - - personas".

PAIS DE TRES
CONJUNTO DE LAS
PERSONAS QUE SE

ENCUENTRAN EN EL
BARCO

PATS DE CUATRO

0, 0

.,

q A o± //T
1; S-'\_

10

10
4



Si una persona del "pais de cuatro" dice: "se van 12 personas"

una persona del "pais de tree" dirA "llegan 20 personas".

Si una persona del pais de tree dice: "se van 220 personas" la

del"pais de cuatro" tendril que decir: "llegan - - - personas".

PAIS DE TRES
CONJUNTO DE LAS
PERSONAS QUE SE

ENCUENTRAN EN EL
BARCO

1

PAIS DE CUATRO

C) 0/ 0
.-1-1 NI/ 'c-,-,

10

1

Figura 17

Veamos quA sucede en el "pals de dos". En elite pais no usan sino

dos simbolos para escribir los ndmeros, ellos son el simbolo 0 y el

sfmbolo 1. Los niftos de ese pais conocen muy bienel juego siguiente,

efectuAndolo pare determiner el ndmero de elementos de un conjunto de

objetos; los alumnos se ponen en file con las manos abajo, frente al

conjunto

E D C B A

0

Figura 18
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Cuando el profesor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta

una mano, encontrAndose en la siguiente situacion:

E

)

D CB A

C 0 0
/r) fY

Figura 19

Al caer otro elemento del con junto; cada nifto "A" baja la mano -

pero B al notar esto, sube la suya, de tal manera obtenemos este grj

fica
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Cuando el profemor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta

una mano, encontrAndose en la siguiente eituacion:

D C B A

(1:10

I

Figura 19

Al caer otro elemento del conjunto; cada nifto "A" baja la mano -

pero B al notar esto, cube la suya, de tal manera obtenemos esta grit

fica

C B A

k.

Figura 20

Cae otro elemento, entonces A levanta nuevamente la mano

Figura 21
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Si cae otro elemento, "A" cambia de posiciOn au mano (la baja) y

"B" quien la tenia levantada la baja, pero "C" al notar que "B" baja

la mano, levanta la suya. De tal manera obtenemos is grdfica 22, ha-

biendo cafdo cuatro objetos

C B A

C) 0

( \II\ \\

Figura 22

La situacion obtenida al caer,nuevamente otro elemento del con-

junto serfa



Si cae otro elemento, "A" cambia de posiciOn su mano (la baja) y

"B" quien la tenfa levantada la baja, Pero "C" al notar que "B" baja

la mano, levanta la Buys. De tal manera obtenemos 1 grAfica 22, ha-

biendo cafdo cuatro objetos

E D C B A

0 0 n / 0 (7)

I

( i

\ \ \

Figura 22

La situaciein obtenida al caer,nuevamente otro elemento del con-

junto serfs

D C B A

0 0 0

c7 \)L

Figura 23

Supongamos que despv6s de la cafda del 'ltimo elemento se obtiene

esa grAfica

E

(-1

D

I /

0

B

0
f /.

Figura 24
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El profesor entonces dice: "una mano arriba corresponde a 1 y
las manosabajo corresponde a 0" por consiguiente el cardinal del

conjunto es 1011 (Grgfica 24).

De esa manera se puede tambien escribir el principio de la lista

de los ndmeros 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000 ...

Un juego similar se podria practicar en otro pais: el "de tres"

por ejemplo, pero babria tres posiciones posibles:

- las dos manos abajo (que corresponde al 0)

- una mano arriba (que corresponde al 1)

- dos manos arriba (que corresponde al 2)

La pelicula del juego seria:



El profesor entonces dice: "una mano arriba corresponde a 1 y

las manos,abajo corresponde a 0" por consiguiente el cardinal del

conjunto es 1011 (GrAfica 24).

De esa manera se puede tambien escribir el principio de la lista

de los ndmeros 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000 ...

Un juego similar se podria practicar en otro pals: el "de tres"

por ejemplo, pero habria tres posiciones posibles:

- las dos manos abajo (que corresponde al 0)

- una mano arriba (que corresponde al 1)

- dos manos arriba (que corresponde al 2)

La pellcula del juego serla:

C

0

0

0

,f,

0

Figura 26

es decir, que esta vez, "B" cambia de posiciAn de sus manos cuando "A"

baja las dos manos. De la misma manera "C" cambia de posict6n cuando

"B" baja las dos manos, etc.
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En Colombia, en que pais estamos? El principio de la lista de

los enteros se escribe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

11, ... se usan diez simbolos, en el contador se cambia de piso cuan

do hay diez cajas en un piso; entonces, estamos en el pais de diez.

En una escuela de Colombia los alumnos tienen un juego con los siguien

tes elementos de madera:

- cubitos

- reglas formadas por

diez cubos pegados

iwrrrrrirro
Figura 27

nlaeqq atiP sp obtionpn



En Colombia, en qu4 pais estamos? El principio de la lista de

los enteros se escribe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

11, ... se usan diez simbolos, en el contador se cambia de piso cuan

do hay diez cajas en un piso; entonces, estamos en el pais de dies.

En una escuela de Colombia los alumnos tienen un juego con los siguien

tes elementos de madera:

- cubitos

- reglas formadas por

diez cubos pegados

/77 // /

1

Figura 27

- places que se obtienen

pegindo diez reglas (o cien cubos)

7fr'MINIMMIN

Figura 28

30



- cubos que se obtienen

pegando 10 places

31

Figura 29

C - 16 -



- cubos que se obtienen

pegando 10 placas

Figura 29

Para hallar el cardinal de un conjunto de cubitos, se cambian el

mayor ndmero posible de cubitos por reglas, despu4s el mayor ndmero

posible de reglas por placas, siguiendo siempre la condicion de cambio

cual es la de dar: 10 cubitos por una regla

10 reglas por una place

10 placas por un cubo

Vamos ahora al "pals de doce", para escribir los ndmero, en ese

pais usan los sfmbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y otros

dos raros que reemplazaremos por a y b. El principio de la lista

de los enteros en base, doce es 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

a, b, 10, 11, 12, 13, - - 19, la, lb, 20, 21, 22, ...

En ese pals dicen: el ndmero de meses por ano es 10.
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LAS POTENCIAS

Volvamos a considerar el aparato para la numeracidn.

Piso 3

Piso 2

Piso 1

Piso 0

C - 17 -

Que tenemos dentro de una

caja del piso 2 en el pais

del diez?

Para tener una caja en el

piso uno, necesitamos 10 ele

mentos y para tener una caja

en el Segundo piso necesita-

Figura 30
mos diez cajas de diez elemen

tos, o sea en cada caja del segundo piso tenemos cien elementos. Si cien

es 10
2

entonces podemos decir que 10
2

es el ndmero de elementos que

se encuentran en una caja del segundo piso en el pais del diez.

Que es 43? Es lo que hay en una caja del tercer piso en el"pais

de cuatro". Cantos elementos tuvimos que subir del piso cero para -

obtener una caja del piso tercero?



LAS POTENCIAS

Volvamos a considerar el aparato pars la numeracidn.

Piso 3

Piso 2

Piso 1

Piso 0

Que tenemos dentro de una

caja del piso 2 en el pais

del diez?

Para tener una caja en el

piso uno, necesitamos 10 ele

mentos y pare tener una caja

en el segundo piso necesita-

Figura 30
mos diez cajas de diez elemen

tos, o sea en cads caja del segundo piso tenemos cien elementos. Si cien

es 102, entonces podemos decir que 10
2

es el ndmero de elementos que

se encuentran en una caja del Segundo piso en el pais del diez.

Que. es 4
3?

Es lo que hay en una caja del tercer piso en el"pais

de cuatro". Cudntos elementos tuvimos que subir del piso cero pars -

obtener una caja del piso tercero?

4

So. 4 X 4 X 4

Figura 31

Entonces 4
3

es tambien 4 X 4 X 4
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Que es 100? Estamos en el "pais de diez". Que se encuentra en

una caja del piso cero? Segdn dijimos, en todos los peises procede-

mos del mismo modo para llenar las cajas del piso cero puesto que stem

pre ponemos un elemento en cads caja. Entonces

10° ge 1

Ahora qu4 represents 40? Es el ndmero de elementos que hay en

una caja en el piso cero en el "pais de cuatro". Es decir encontramos

tambi4n uno, esto es

4° 1



Que. es 100 ? Estamos en el "pais de diez". Que se encuentra en

una caja del piso cero? Seen dijimos, en todos los paises procede-

mos del mismo modo para llenar las cajas del piso cero puesto que stem

pre ponemos un elemento en cada caja. Entonces

10° = 1

Ahora qu4 represents 40? Es el ndmero de elementos que hay en

una caja en el piso cero en el "pais de cuatro". Es decir encontramos

tambi6n uno, esto es

4° a 1

Qu4 es no, si n represents un entero natural superior a cero?

COmo vamos a proceder? Exactamente del mismo modo, colocando un ele-

mento en cada caja del piso cero. Desde luego

n° 1

Como escribir 1971 utilizando las potencies? Cuando escribtmos

1971 queremcs decir que, viviendo en el"pais de diez", tenemos una ca-

ja en el piso tres o sea 1 X 10
3
, nueve cajas en el piso dos o sea

9 X 10
2

, siete cajas en el piso uno o sea 7 X 10
1

y una caja en

el piso cero o sea 1 X 10° desde luego

1971 = 1 X 10
3 + 9 X 10

2
+ 7 X 10

1
+ 1 X 10°

En el "pals de cinco" se podria conaiderar

2 X 53 + 3 X 5
2 + 2 X 51 + 4 X 5°

Eso represents un ndmero; &km° se escribe ese ndmero en el "pais

de diez "? 3 3 9
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Pocc a poco llegamos a los polinomios del tipo

a
n

xn + a
n-1

xn-1
- - + a

o
-

en el caso particular siguiente:

x es un entero natural superior a uno

todos los coeficientes a
i

son enteros inferiores a x ( i va-

rfa de n a o).

EVALUACION DE LOS CONOCIMIENTOS ADQUIRIDOS: Completar el siguiente
cuadro.

PAIS DE DOS PAIS DE TRES PAIS DE C1NCO PAIS DE DIEZ

...

10
. ..,,

_1

1 2

20
/--\ (----

22
1 4

A

Figura 32

AT
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ALGO DE LOGICA MATEMATICA

Construyamos dos conjuntos A y B, consideremos sobre cads

uno de ellos la proposici6n: TODOS LOS CABALLEROS DEL ODNJUNTO

LLEVAN SOMBRERO

...,
1 i ii- A <'s

0 ./
.----,
. /ii."Ti jj

A
Figura 1

Todos los caballeros

del conjunto A lie

van sombrero

Estaremos de acuerdo al decir que esa proposicidn es verdadera,



ALGO DE LOGICA MATEMATICA

Construyamos dos conjuntos A y B, consideremos sobre cads

uno de ellos is proposici6n: TODOS LOS CABALLEROS DEL OONJUNTO

LLEVAN SOMBRERO

0
-O- .er

/'`
/ \

,

-"\"
i.;.

Figura 1

Todos los caballeros

del conjunto A lie

van sombrero

Estaremos de acuerdo al decir que esa proposicidn es verdadera,

puesto que no podemos indicar uno que no lleve sombrero

Ahora, si decimos

Todos los caballeros

del conjunto B lle

van sombrero

/

Figura 2

Comprobamos que es false porque podemos seftalar uno que no

lleva sombrero. Pero SI NO SE PUEDE ENCONTRAR por lo menos -

o n
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UNO Q!2 NO CUMPLA LA CONDICION, entonces NO SE PUEDE DEUR QUE SEA

FALSO; asi por ejemplo en el conjunto C (Figura 3) tenemos:

-...../
.--)

f-f
,......,,-

1 ) L

Figura 3

Todas las niftes del

Conjunto C llevan

sombrero

No se puede afirmar que sea falso porque no existe en C una

nine que no lleve sombrero.

Consideremos ahora una proposici6n ualquiera, distingamoR 'a

de su negacion y de su proposici6n contraria:

;.



UNO QUE NO CUMPLA LA CONDICION, entonces NO SE PUEDE DECIR QUE SEA

FALSO; as( por ejemplo en el conjunto C (Figura 3) tenemos:

Figura 3

Todas las niftas del

Conjunto C llevan

sombrero

No se puede afirmar que sea falso porque no existe en C una

nifta que no lleve sombrero.

Consideremos ahora una proposicidn cualquiera, distingamos la

de su negacion y de su proposicidn contraria:

En cada taza hay café

Esta situacion corresponde

a la NEGACION de

En cadet taza hay café

Esta situacion corresponde

a la OONTRARIA de

En cadet taza hay café

Figura 4
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Representemos por el simbolo p la proposicien "en cada taza

hay cafe" y designemos camo "no p" la negacien de p y como

"co p" lo contrario de p. Veamos si alias con ciertas o falsas,

colocando el resultado en un cuadro:

:1-3) EY CP

EP EP

proposiciOn cierto falso

P X

no p X

co p X

proposiciOn cierto falso

no p X
IMMO

FP- "tit;
co p X

Figura 5

Conclusion:

Para que la NEGACION de una proposicien sea cierta (o que la

proposicien sea falsa) es SUFICIENTE que haya UN elemento el cual

no la cumpla.

Para que la CONTRARIA de una proposici6n sea verdadera es -

NECESARIO y SUFICIENTE que TODOS los elementos no la cumplan.
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Imaginemos este nueva situaciOn:

D
Figura 6

"Todos los caballeros del conjunto D llevan sombrero"

Luego:

un elemento de eate ese elemento

SI conjunto es un caba

llero

ENTONCES lleva un som

brero

o, dicho de otra manera:

aer caballero

lo que escribimos

ser caballero

IMPLICA Hever sombrero

L. never sombrero

podemos afirmar que esa proposician es cierta en el conjunto ante-

rior pero no lo es en cualquier conjunto.
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En el conjunto E existe un caballero que no lleva sombrero

("existe un" se debe entender como "existe por lo menos un" lo que

a veces se represents por el simbolo :3) entoncea, en ese caso

ser caballero

E

Figura 7

llevar sombrero

pero, en ese mismo conjunto E se puede afirmar:

1---no Ilevar sombrero ser caballero

pues todos los que no llevan sombreros son caballeros, o no se pue

de encontrar ningdn elemento que tenga las dos propiedades:



En el conjunto E existe un caballero que no lleva sombrero

("existe un" se debe entender como "existe por lo menos,un" lo que

a veces se represents por el simbolo entonces, en ese caso

ser caballero

E

Figura 7

llevar sombrero

pero, en ese mismo conjunto E se puede afirmar:

no llevar sombrero 1 ser caballero

pues todos los que no llevan sombreros son caballeros, o no se pue

de encontrar ningtin elemento que tenga las dos propiedades:

no llevar sombrero y

Pero:

ser caballero

no ser caballero

no llevar sombrero

puss se puede encontrar un element° que presente las dos propiedades:

yser caballero llevar sombrero



46
Otra IMPLICACION cierta en el conjunto E:

ser dame

D - 6

Ilevar sombrero

Pero is IMPLICACION RECIPROCA (que se obtiene cambiando de po-

siciOn las propiedades) es falsa

[

Ilevar sombrero ser dams

pues existe un element° que Ileva sombrero y no es dame.

Consideramos ahora el REFERENCIAL F

.

O
\

/ 0
71\.



Otra IMPLICACION cierta en el conjunto E:

ser dama llevar sombrero

Pero la IMPLICACION RECIPROCA (que se obtiene cambiando de po-

sici6n las propiedades) es falsa

llevar sombrero ser dama

pues existe un elemento que lleva sombrero y no es dama.

Consideramos ahora el REFERENCIA!. F

/ "
0 0

Podemos afirmar:

ser Dama

F S

Figura 8

]no llevar Sombrero

El conjunto de las damas ES UN SUBCONJUNTO de las personas que

no llevan sombrero

Pero:

no llevar sombrero ser dama

41
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El conjunto de las personas que no llevan sombrero NO ES UN

SUBCONJUNTO del conjunto de las dames.

llevar sombrero ser caballero

El conjunto de las personas que llevan sombrero ES UN SUB-

CONJUNTO del conjunto de los caballeros (por no tener sino un ele

mento ese conjunto se llama CONJUNTO UNITARIO).

Pero se puede tambien decir que:

El conjunto de los caballeros NO ES UN SUBCONJUNTO del conjun

to de las personas que llevan sombrero y

ser caballero llevar sombrero

Aparece entonces una relaci6n entre is nocion de subconjunto y

la noci6n de implicaci6n.

De una manera general sea el conjunto F; designemos como F (p)

el subconjunto de los elementos de F que tienen la propiedad p;

de is misma manera designemos como F( q) el subconjunto de los ele-

mentos que tienen is propiedad q.

Por ejemplo: ser dams

q so no llevar sombrero
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Para estas condiciones, de la Grafica 8 tenemos que: F ( p ) es

el subconjunto llamado D de las damas del conjunto F.

F ( q ) es el subconjunto de los elementos de F que no llevan sombre

ro, designado por la letra S.

Si F ( p ) es un SUBCONJUNTO de F ( q ) ,

diremos que pq

WO! Esto no es una definicion de la implicaci6n, pues existen

implicaciones de otro tipo. Por ejemplo: si llueve ENTONCES llevo

mi paraguas.

Llueve >I Llevo mi paraguas

Desde luego si en un parqueadero el conjunto de los carros blan-

cos es un subconjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que,



Para estas condiciones, de is Grafica 8 tenemos que: F ( p ) es

el subconjunto llamado D de las dames del conjunto F.

F(q ) es el subconjunto de los elementos de F que no ilevan sombre

ro, designed° por la letra S.

Si F ( p ) es un SUBCONJUNTO de F ( q) ,

diremos que

OJOI Esto no es una definicion de la implicaci6n, pues existen

implicaciones de otro tipo. Por ejemplo: si ilueve ENTONCES Ilevo

mi paraguas.

Llueve Llevo mi paraguas

Desde luego si en un parqueadero el conjunto de los carros blan-

cos es un subconjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que,

en el conjunto de carros de dicho parqueadero

blanco

Hacia el absurdo?

Ford

0

Figura 9

Considermaos la propiedad q: "no llevar sombrero"; G ( q ) es un

subconjunto de G; G ( q ) tiene tree elementos.
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Consideramos la propiedad r: "ser caballero", G ( r) es un sub-

conjunto de G: G(r) tiene 2 elementos.

A una propiedad siempre le corresponde un conjunto.

Consideremos la propiedad s: "ser animal" diremos tambidn que

G (a ) , o sea el conjunto de los elementos de G que tiene la propie

dad de ser animales es un SUBCONJUNTO de G; ocurre en este caso que

G (S ) no tiene ningdn elemento, es el conjunto VACIO que represents

mos por 0.

Procediendo de esa manera se podrd siempre considerar el conjunto

vacio como subconjunto de cualquier coniunto. Ejemplo: Sea el con-

junto P de los enteros pares. El conjunto vacio es un subconjunto

die P (lo que escribiremosielf_f7 ). En efecto, el conjunto de los

elementos de P que no son mdltiplos de dos es un subconjunto de P



Consideremos la propiedad r: ser caballero", G(r ) es un sub-

conjunto de G: G (r ) tiene 2 elementos.

A una propiedad siempre le corresponde un conjunto.

Consideremos la propiedad s: "ser animal" diremos tambidn que

G ( s) , o sea el conjunto de los elementos de G que tiene la propie

dad de ser animales es un SUBCONJUNTO de G; ocurre en este caso quo

G (S ) no tiene rang& elemento, es el conjunto VACIO que represents

mos por 0.

Procediendo de esa manera se podra siempre considerar el coniunto,

vacio como subconjunto de cualquier conjunto. Ejemplo: Sea el con-

junto P de los enteros pares. El conjunto vacio es un subconjunto

de P (lo que escribiremosOf.,7 ). En efecto, el conjunto de los

elementos de P que no son mdltiplos de dos es un subconjunto de P

Pero como results que todos los ndmeros pares son mdltiplos de dos,

entonces el conjunto de los elementos de P que no son mdltiplos de

dos, es el conjunto vacio; conclusi6n:. P

NEGRO AZUL

/auN AzuL

Figura 10

Sea H un conjunto de figuras. H es nuestro referencial. En

ese conjunto las figuras estdn pintadas de un solo fondo.

52
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Sea H (d ) el subconjunto de los discos de H. Es evidente que

H ( d ) es un conjunto vacio:

11( d ) 0

Pero, segdn lo dicho anteriormente, como li(d) es el conjun

to vacio, H ( d) se puede considerar tambien como subconjunto de

11(A) subconjunto de los elementos de H que son azules.

Desde luego

H(d) C. H(a)

azul

(Es cierto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que

no sea azul).

Por otra parte, si se designs por 11(n) el subconjunto de los

elementos de H que son negros, se puede decir tambien que el subcon

junto H (d ) de los discos de H es un subconjunto de H(n) pues,

seen lo visto anteriormente, H(d ) es vacio y el conjunto vacio

es un subconjunto de cualquier conjunto.

Desde luego

H(d) H(n)

disco negro

(Ec cierto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que

no sea negro).



Pero si consideramos las dos implicaciones:

disco

disco

azul

Podemoe mar que tenemos a la vez

negro

1

disco -----"'''` azul

y

disco 1 71 no azul

Pues si un elemento es negro no es azul.

D- 11 -

Llegamos entonces en la situation en que un element() a la vez

time una propiedad y no la tiene; eso no se puede sino en el caso

de que el conjunto de tales elementos sea el conjunto vacio.

Si un conjunto E no es vacio, y consideramos cierta propiedad

p admitiremos en matematica que no hay sino dos posibilidades pars

cualquier elemento de E:

0 ese element() cumple con p

0 ese element() no cumple con p

ParaYprobar que un conjunto es vacio se podrfa entonces probar

que sus elementos cumplen a la vez con una propiedad y con la nega-

cf.& de la misma.
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UNOS EJERCICIOS

Consideremos la proposiciOn p siguiente:
1

Todos los elefanves de los llanos colomiAanos

son verdes

Es cierto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encon-

trar ningdn elefante verde.

2j Consideremos Is proposici6n p
2



UNOS EJERCICIOS

11.

Consideremos la proposition p siguiente:
1

Todos los elefantes de los llanos colombianos

son verdes

Es cierto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encon-

trar ningtin elefante verde.

Consideremos la proposici6n p
2

Todos\los elefantes de los llanos colombianos

no son verdes

Es cierto o falso?

Es cierto porque en los llanos colombianos no se puede encontrar

ningdn elefante no verde.

___JSi a un extranjero que no sabe nada de Colombia pero sabe logics

Natematica se le dice:

las propositions p y p son ciertas
1 2

Que puede conclufr este extranjero?

El conjunto de elefantes es tal que sus elementos cumplan a la

vez con una propiedad y su negation; entonces ese conjunto es vacfo,

de tal manera que se puede conclufr: en los llanos colombianos no

vive ningdn elefante.



4 Consideremos las sigulentes situaciones:

A

0 0
j L

C) \-

1) : :1
..../

C

.fr

i
1_

D - 13 -

0

) I
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Analicemos en cuales conjuntos las siguientes proposiciones,

son ciertas.

Propos1c16n

"p'1
Todas las personas llevan

sombrero

conjuntos

, -

proposicion

no pu

N E G A C I 0 N DE

Todas las personas llevan

sombrero

conjuntos 5

prOposicidn LO C 0 N T R A R I 0 DE

Todas las personas llevan
11 11



Analicemos en cudles conjuntos las siguientes proposiciones,

son ciertas.

ProposicOn

ly Todas las personas llevan

sombrero

conjuntos
1.

. .

proposicidn

"no p u

..

NEGACION DE
Todas las personas llevan

sombrero
, .

conjuntos 5

proposicidn

II co p n

L 0 C 0 N T R A R I 0 DE

Todas las personas llevan

sombrero

conjuntos 1 j

proposicidn q: TODAS LAS NIRAS LLEVAN SOMBRERO

q cierta en los

conjuntos

i

1

i

i

I

3

la proposicidn

"no q" es cierta

en los conjuntos

. ,

1

I

1

1

la proposicidn

"co q" es cierta

en los conjuntos

i

1

1

I

i ._

59
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proposicion 2: TODOS LOS NIROS LLEVAN SOMBRERO

r cierta en los

conjuntos 3
la proposicibn

"no r" es cierta

en los conjuntos

in proposicOn

"co r" es cierta
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proposicion 2: TODOS LOS MIROS LLEVAN SOMBRERO

r cierta en los

conjuntos

1

t

I

1

la propoaici6n

'no r II es cierta

en los conjuntos

I

la proposici6n

"co o r es cierta

en los conjuntos

1

1

1

I

i

Para cuales conjuntos:

ser nit%

llevar sombrero

ser MD°

llevar sombrero

no ser nifta

llevar sombrero

ser nifia

llevar sombrero

ser nifto

ilAllevar sombrero

11"

no llevar sombrero

no llevar sombrero

ser nifto

ser nifia

conjuntos

2

2

3

2_


